Notas de aula — Espacos Vetoriais

Espacos Vetoriais

Definicao 1. Um espaco vetorial ¢ constituido de um conjunto V', cujos elementos sao
chamados vetores, no qual estao definidas duas operacoes:

e a soma (ou adi¢ao) que leva um par de vetores (u,w) € VXV a um vetor u+w € V;
e o multiplicagao por escalar, que leva um par (a,u) € R x V' a um vetor au € V,
que devem satisfazer as sequintes propriedades para quaisquer a,b € R e u,v,w € V:
(1) u+w =w+u (comutatividade)
(17) (u+v)+w=u+ (v+w) e (ab)u = a(bu) (associatividade)

(1ii) existe um vetor 0 € V', chamado vetor nulo tal que w+ 0 = 0 4+ u = u, para todo uw € V
(ezisténcia de vetor nulo)

(iv) (a+bu=au+bu e a(u+w) = au + aw (distributividade)
(v) 1-u=wu (multiplicagio por 1)

(vi) para todo w € V, existe um vetor —u € V' tal que u+ (—u) = 0 (inverso aditivo)

Essas propriedades “imitam” a geometria de vetores no plano. No entanto, observe que o
conjunto V' pode ser formado de elementos muito mais gerais, tais como listas ordenadas de n
escalares (vetores no R™), matrizes, ou até mesmo polinémios e fungoes!

Exemplo 1. 1. O conjunto R? = {(z,y) | z,y € R} com as operagoes usuais

(u1,u2) + (v1,v2) = (ug + vy, ug + Vo) e a(uy,ug) = (auy, aus).
2. O conjunto R?® = {(z,y,2) | z,y,2 € R} com as operagoes usuais
(w1, ug, uz)+ (v1,v9,v3) = (U1 +v1, us+v9, uz+v3) e a(uy, ug, uz) = (auy, aug, ausz).
3. O conjunto R™ = {(x1,...,z,) | x; € R,Vi} com as operagoes usuais

(1, x0) (YY) = (@14 Y1, - Ty Yn) e a(xy, ..., x,) = (azxy,...,az,).

Note que essas operagoes coincidem com a geometria de vetores no plano e no espaco.




4. O conjunto M(m,n) das matrizes de ordem m x n com as operagoes usuais definidas
anteriormente, a saber, a soma de matrizes e a multiplicacao por escalar:

(A + B)ZJ = Cll'j + bija (OKA)Z']' = ozaij.
5. O conjunto P, dos polindmios de grau < n mais o polinomio nulo, munido das operagoes

(p+q)(z)=plx)+qx) e  (ap)(z)=ap(z).

Note que p + ¢ e ap sao polindémios. Por exemplo, se p(r) = x° — 22? + 4 e q(z) =
32 + 2% — 4z, entdo

(p+q)(z) =42 —2® —dw+4, (2p)(z) =22° —42*>+8, (Bp—q)(z) = —T2° + 4w +12.

O

Atividade 1. Verifique que os conjuntos do exemplo anterior com as suas operagoes sao espacos
vetoriais.

Neste texto, 0 (em negrito) serd usado para o vetor nulo, para distinguir do ntimero zero. Por
exemplo,

e em R?, 0 =(0,0)
e em R", 0= (0,---,0)

em M (m,n), 0 =“matriz nula de ordem m x n”

e em P,, 0 é o polinémio identicamente nulo p(z) = 0 para todo z.

Sao fatos acerca de qualquer espago vetorial:

1. Vale a “lei do corte”, tal como para niimeros reais:
se w+u=w+v entao u=v.

Justificativa: Temos
u=04+u=(—w+w)+u
=—-w+(w+u) =—-w+ (w+v)
=(—w+w)+v=0+v
=.
2. Se w+u=w entao u = 0.

Justificativa: Utilizando a lei do corte vem

wtu=w=wt+tu=w+0=u=0.

Isso mostra que o vetor nulo é unico.




3. Se w+u=0 entao v = —w.

Justificativa: Utilizando a lei do corte vem

wtu=0=>wt+u=w+(—w)=u=—w.

que a propriedade (vi) da definicdo de espago vetorial decorre das outras.

Isso mostra que o inverso aditivo de um vetor w € V' é tinico. Em particular, esse fato implica

4. Dado w € V, temos Ow = 0 (a multiplicagdo de um vetor por zero é o vetor nulo).

Justificativa: De fato, w + 0w = 1lw + 0w = (1 +0)w =1lw =w =w + 0 = 0w = 0.

5. Dado a € R, temos a0 = 0 (qualquer miltiplo do vetor nulo é o préprio vetor nulo).

Justificativa: De fato, a0 = a(—w + w) = a(—w) + aw = (—a)w + aw = (—a + a)w =
Ow = 0.

6. Se a # 0 e w # 0 entao aw # 0 (multiplos nao nulos de vetores nao nulos sdo vetores
nao nulos).

Justificativa. Suponha por absurdo que a # 0, w # 0 e aw = 0. Entao w = lw =

(é . a) w = % (aw) = %0 =0, isto é, w = 0, um absurdo. ]

7. Dado w € V, temos (—1)w = —w.

Justificativa. w+ () w=1lw+ (-1)w=(1-1Nw=0w=0= (—1)w=—w. O

Subespacos vetoriais

Definicao 2. Dado um espago vetorial V', um subconjunto W C V' é um subespago vetorial
de 'V se

(1) u+v e W para todos u,v € W (W € fechado para a soma)

(17) au € W para todos a € R e w € W (W € fechado para multiplicagdo por escalar)

Naturalmente, as operacoes em W sao as mesmas de V. Assim, um subespaco vetorial W de
V' é ele mesmo um espacgo vetorial com as operagoes herdadas de V. Observe ainda que o vetor
nulo de W é o vetor nulo de V.

Exemplo 2. Dado um espago vetorial V', sao subespagos vetoriais triviais de V' os subconjuntos
{0} e o préprio V. O

Exemplo 3. O subconjunto
W = {(at,bt,ct) € R* | t € R}

¢ subespaco vetorial de R3, com as mesmas operacoes usuais de R3. Geometricamente, se
(a,b,c) # 0 entdao W é a reta do espago na diregao do vetor (a, b, c) e que passa pela origem.
No caso em que (a,b,c) =0, W = {0}. O




Exemplo 4. O subconjunto
W ={(z,y,2) €R*| 2 =3z,0 = 2y}

é subespago vetorial de R3. De fato, podemos escrever W = {(2y,y,6y) € R® |y € R}, e W é
a reta na dire¢do de (2, 1,6) e que passa pela origem. U

Exemplo 5. Considere um sistema linear homogéneo AX = 0, onde A tem ordem m X n.
Entao o conjunto das solugoes X desse sistema,

W ={X e M(n,1)| AX = 0},

munido das operagdes usuais sobre matrizes é um subespago vetorial de M (n, 1). De fato, dadas
duas solugoes U e V de AX = 0 e um escalar a, temos

AU+V)=AU+AV=0+0=0 e A(aU)=aAU=0a0=0,

elogoU+VeWeaUellV.
Por exemplo, considere o sistema homogéneo

2 +4y 4z = 0
r 4y +2z = 0,
r 3y —2z = 0

que em forma matricial fica

2 4 1 x 0
11 2|lyl=1]0
1 3 —1 z 0

As solugoes do sistema sdo matrizes colunas em M (3, 1) que satisfazem a equagao acima. Sejam

T T2
U=1|wun S V=1 1y
21 22

duas solucoes, e a € R. Voceé pode verificar que

2 4 1 T T2 0 2 4 1 T 0
11 2 1|+ | v =10 e 11 2 al n =10
1 3 -1 Z1 Z9 0 1 3 —1 21 0

Exemplo 6. O conjunto das solugoes de um sistema nao homogéneo nem sempre é subespaco
vetorial. Para ver isso, considere por exemplo o sistema

r +dy 4z = 1
r 4y +z = 1,
3y =

e suas solucoes U = [ 0 01 ]t eV = [ 100 ]t e verifique que U + V nao é solugao.
O



Exemplo 7. O conjunto Ts(n) das matrizes triangulares superiores de ordem n é subespago
vetorial de M (n,n).

De fato, dadas U = [u;;] e V = [v;;] matrizes em Ts(n) temos u;; = 0 e v;; = 0 sempre que
i > j. Assim, os elementos ¢;; de U + V sao tais que ¢;; = u;; + v;; = 0 sempre que ¢ > j, isto
é, U+ V € Ts(n). Isso mostra que Tg(n) é fechado para a soma.

Agora, seja a € R. Os elementos d;; de aU sao tais que d;; = au;; = 0 sempre que i > j,
ou seja, aU € Tg(n), e Ts(n) é fechado para a multiplica¢do por escalar.

Podemos ver isso “escrevendo” as matrizes: dadas matrizes U,V € Tg(n)

Uip Uiz -+ Ulp V11 Vig -+ Uin
0 ugy -+ wugp 0 wvep -+ v

U= , V=
0 0 - U, 0 0 - Upp

e a € R quaisquer, vocé pode notar que as matrizes

U1 + 011 U2 + V12 0 Ulp + V1p auir auiz - AUy
ULV 0 U2 + Ugg =t Uszy + (0 | AU — 0  aup --- au,
b 0 cer Upn + Unn, 0 0 - aup,
sao também triangulares superiores. 0

Exemplo 8. O conjunto T7(n) das matrizes traingulares inferiores de ordem n é subespago
vetorial de M(n,n). A prova é anédloga ao exemplo anterior. O

Exemplo 9. O subconjunto de P, dado por W = {p € P, | p(0) = 0,p/'(1) = 0} é subespaco
vetorial dos polinomios de grau < 2 (p’ é a derivada de p).
De fato, para que um polinémio

p(z) =ax® +bx +c

esteja em W, devemos ter p(0) = 0 e p/(1) = 0. A primeira condi¢ao implica ¢ = 0, e com a
segunda condicao, chegamos a 2a + b = 0. Assim concluimos que

W = {ax® +bx | 2a + b = 0}.
Mostremos agora que W ¢é fechado para as operacoes em Ps:
(1) Se p(z) = ax® + bx e q(z) = @x® + bx estdo em W, entdo
(p+ q)(z) = p(x) + q(z) = (az? + bz) + (@ + bx) = (a +a)z> + (b+ b)z.
Mas 2(a+@) + (b+b) = (2a +b) + (2a+b) =0, e logo p+q € W.
(ii) Se p(z) = az® + bx estd em W e a € R, entdo
(ap)(z) = ap(z) = a(ar® + br) = (aa)r® + (ab)z.

Mas 2(aa) + ab = a(2a + b) = 0, e portanto ap € W.



Exemplo 10. O vetor nulo 0 € V pertence a qualquer subespaco W de V. De fato, W ¢é
fechado para multiplicagdo por escalar (propriedade (ii) da Definigao 2), e logo 0 = 0u € W.
Assim,
W ={(z,y) eR* |z +2y =1}

nao ¢ subespaco vetorial de R? pois 0 = (0,0) ¢ . Geometricamente, W representa uma
reta que nao passa pela origem. O

Exemplo 11. O conjunto
W ={(z,2?) e R* |z € R}

nao é subespaco de R?, apesar de 0 € W. De fato, W nao é fechado para a soma: tome por
exemplo u = (1,1) e v = (2,4). Temos u,v € W, mas u+v = (3,5) ¢ W. O

Teorema 1 (Intersegdo de subespagos). Sejam V' um espago vetorial e Wy, Wy subespagos
seus. Entao Wi N Wy é subespago vetorial de V.

Exemplo 12. O conjunto D(n) = Ts(n)NT(n) é o subespago vetorial de M (n,n) das matrizes
diagonais de ordem n. 0

Contrariando as expectativas, a uniao W7 U W5 de subespacos vetoriais W7 e W5 nem sempre
é um subespaco vetorial.
Por exemplo, W) = {(¢,0) | t € R} e W5 = {(0, s) | s € R} sao subespagos de R?, mas

(1,0),(0,1) € Wy U W,

(1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ Wy U W,

o que mostra que W; U W5 nao é fechado para a soma, e portanto nao é subespaco.

No entanto, se “unirmos” subespacos somando vetores seus, geramos um novo subespaco
vetorial. Mais especificamente, temos o

Teorema 2 (Soma de subespagos). Sejam V' um espago vetorial e Wi, Wy subespagos seus.
Entao o conjunto

W1+W2:{U€V|U:U/1+w2, w1€W1, U)QGWQ}

¢ subespacgo vetorial de V.

O subespago Wy + W, é chamado a soma dos subespagos Wi e Wy, Quando W N W,y = {0} a
soma W7 + W5 é chamada soma direta, e escrevemos Wy @ Ws.

Exemplo 13. Considere os subespacos de R? dados por
Wy ={(t,0) |t € R} e  Wy={(0,s)]seR}
Entao
Wi+ Wy={veR?|v=(t,0)+(0,s),t,s € R} = {(t,5) | t,s € R} = R*.
Ou seja, R? = W + Wy. Observe ainda que Wy N, = {(0,0)}, e logo R? = W @ W. d

Atividade 2. Reveja TODOS os exemplos da secao 4.3, topico "Subespacos Vetoriais”, do
livro texto.




Combinacao linear

Definicao 3. Seja V' um espaco vetorial e vetores vy, ...,v, € V. Dados ay,...,a, € R, o
vetor de V
V=a1U1 + -+ a,U,
¢ uma combinacao linear de vy, ..., v,.
Fixados vq,...,v, € V, o conjunto W de todas as combinagoes lineares de vy, ..., v,,

W=lv,...,0n]|={veV]|v=av+- - +ayv,, a,...,a, € R}

é um subespago vetorial de V', chamado subespaco gerado por vy, ..., v,. Dizemos também que
vy, ..., U, geram W.

Vamos mostrar que W = [vy,...,v,] é subespacgo: sejam dados u,v € W e a € R. Existem
A1y.eeyQpy by, by € Rtais que u=>"  av; e v =" bv;. Assim

(4)

n

uU+v= iaivi + ibﬂ]z = Z(al +bZ)U1 eWw
=1 =1

i=1

e W é fechado para a soma;
(it) au=a) . av; =y . (aa;)v; € W, e W é fechado para a multiplicagdo por escalar.
Concluimos portanto que W é subespaco.
Exemplo 14. Considere um vetor v € R3 com v # 0. Entao o subespaco gerado por v,
[v] = {av € R? | a € R},

é a reta que passa pela origem (0,0, 0) na diregao do vetor wv. U

Atividade 3. Faca uma figura que represente esta geometria e veja que a soma de vetores
sobre a reta esta contida na reta.

Agora, imagine uma reta que nao passe pela origem. Porque essa reta nao constitui um
subespaco vetorial? Quais propriedades de subespaco vetorial nao sao satisfeitas?

Exemplo 15. Considere dois vetores u,v € R? nao colineares (isto é, u # av para todo a € R
e v # 0). Entao
[u,v] = {au +bv € R® | a.b € R}

é o plano que passa pela origem e é paralelo aos vetores u e v. 0

Atividade 4. Faca uma figura que represente esta geometria e veja que a soma de vetores
sobre o plano esta contida no plano.

Exemplo 16. O subespaco de R3 gerado por (1,0,1) e (0,1,—1) é
W = [(1,0,1); (0,1, ~1)] = {a(1,0,1) + b(0,1,~1) | a,b € R} = {(a,b.a— b) | a,b € R}.

Geometricamente, W é o plano que passa pela origem e é paralelo aos vetores (1,0,1) e
(0,1,—1). Faga uma figura que represente esta geometria. 0




Exemplo 17. O subespaco de R? gerado por (1,0) e (0,1) é
[(1,0); (0,1)] = {a(1,0) +b(0,1) | a,b € R} = {(a,b) | a,b € R} = R
O subespago de R? gerado por (1,0), (0,1) e (1,1) é
[(1,0);(0,1);(1,1)] ={a(1,0) +b(0,1) + ¢(1,1) | a,b,c € R}
={(a+c,b+c)|a,bcecR}y={(d,V)]d b cR} =R

Assim, [(1,0); (0,1); (1, 1)] = [(1,0); (0, 1)]. 0

Exemplo 18. Generalizando o exemplo anterior, vale
wE Vg, ..., 0] & [v1, .., v, u] = [v1,. .., 0]

Ou seja, vetores que sao combinagcoes lineares de outros nao fazem diferenca no subespaco que
eles geram. Isso sera 1til no estudo de base de um espaco vetorial.

Vamos mostrar tal afirmacao. Seu € [vy,...,v,] entdou = > | a;v; para certos aj, . . ., a, €
R. Assim
n
(U1, .., Op,u] = [U1,.. ., Uy, g a;v;)
i=1

:{UGV|v=b1v1—|—~--—|—bnvn—|—b(Zaiw),bl,...,bn,bGR}
i=1
={veV|v=(by+bay)vy + -+ (b, + bay)vy,, by,...,b,,b € R}
={veV]v=cqv+- -+ cyn, c1,...,c, € R}

= [v1, ..., 0]

Reciprocamente, u = Ovy + -+ + Ov, + lu € [v1,...,v,,u] = [v1,...,0,], € logo u €
[1,. .., vp). O

Exemplo 19. Vamos encontrar um conjunto de vetores que geram o subespaco
W ={(z,y,2z,z +vy) | z,y € R}
de R*. Observe que
(x,y,2x,2+y) = (2,0,22,2) + (0,vy,0,y) = 2(1,0,2,1) + y(0,1,0, 1),

e logo W =1(1,0,2,1);(0,1,0,1)]. O

Dependéncia e independéncia linear

Definigao 4. Sejam V' um espago vetorial e vy, . .., v, € V. Dizemos que o conjunto {vy,...,v,}
¢ linearmente independente (LI) ou que os vetores vq,...,v, sao LI se a equagao

a1v1 + -+ ayv, =0

adimitir somente a solugdo trivial a; = ag = -+- = a, = 0. Se {vy,...,v,} nao for LI, entdo
dizemos que este conjunto é linearmente dependente (LD), ou que os vetores vy, ..., v,
sao LD.



Observamos que o subconjunto {0} de um espagco vetorial V' qualquer nao é LI, pois a equagao
da Definicao 4 é satisfeita para todo a; € R.

Exemplo 20. Os vetores
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

de R? sao LI. De fato, da equacao a;(1,0,0) + as(0,1,0) + a3(0,0,1) = (0,0,0) segue que
a1 = Q9 = a3 = 0. L]

Exemplo 21. O subconjunto de M (2,2)

o il b )

a + as 2aq + 3as . 1 2 ta 1 3 _ 0 0
0 a; — as o1 210 -1 00|’

chegamos ao sistema

é LI pois de

aq +ay = 0

2@1 +3CL2 =0 s
aq —Qay = 0
que possui somente a solucgao trivial a; = ay = 0. L]

Exemplo 22. O subconjunto {(1,2);(2,2);(3,7)} de R? ¢ LD pois

(3,7) = 4(1,2) — %(2,2).

Exemplo 23. O subconjunto {p,q,r} de P,, onde
pr)=2% q@)=z+1, r(@)=2>+z—1

é LI. De fato, a equagdo a1p + asq + azr = 0 diz que ayp(x) + azq(x) + agr(x) = 0 para todo
x € R. Assim,

al(x2) +ax(z+1)+ CL3($2 +x—1)= (a1 + ag)x2 + (ay + az)r + (ag —az) =0

para todo z € R, donde segue o sistema

aq +az = 0
as —+as = 0 .
ay —az = 0

Esse sistema possui somente a solugao trivial a; = ay = a3 = 0 (verifique!), e portanto {p, q,r}
é LI O

Vocé pode notar no Exemplo 22 que um dos vetores foi escrito como combinacao linear dos
outros. Quando os vetores sao LD, isso sempre ocorre. De fato, quando a,v;+asve+- - - +a,v, =
0 admite solucao nao trivial, digamos a; # 0, entao podemos escrever

a2 Qp,
V)= ——Uy— -+ — —Up.
ax ay
A volta também vale: se um vetores é combinacao dos outros, entao os vetores sao LD.

Teorema 3. {vy,...,v,} € LD se, e somente se, um dos vetores desse conjunto é combinagao
linear dos outros.

Uma forma equivalente de escrever o Teorema anterior é a seguinte:

“dv1,...,v,} é LI se, e somente se, nenhum dos vetores
desse conjunto é combinacao linear dos outros”.
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Base e dimensao de um espaco vetorial

Defini¢ao 5. Dado um espago vetorial V', um conjunto f = {vy,...,v,} CV € uma base de
V se:

(1) B € LI;

(17) B gera V, isto €, [B] = [v1,...,v,) = V.
Exemplo 24. O conjunto

{e1,e0} CR? onde e; = (1,0), e; = (0,1)
é base de R2. De fato, temos
(a1,a2) = a1(1,0) + a2(0,1) = (0,0) = a3 =as =0
e qualquer (z,y) em R? pode ser escrito como a combinagio linear
(z,y) = =(1,0) +y(0,1).

Portanto {e1, es} é LI e gera R?, ou seja, ¢ base. Esta é chamada a base candnica de R?. 0]
Exemplo 25. {ej,es,...,e,} CR™ onde

e, =1(0,...,0, _1 .,0,...,0), i=1,...,n,

posicao %

¢ o vetor de R™ constituido de zeros, exceto na posicao ¢ igual a 1, é a base canonica de R™. [J

Atividade 5. Adapte o argumento do Exemplo 24 para mostrar que {ey, e, ..., ¢e,} é base de
R".

Exemplo 26. {(1,1);(0,1)} é base de R? pois é LI e qualquer (x,y) € R? pode ser escrito
como (ZE,y):l’(l,l)+(y—l')(0,1) O

Exemplo 27. {(0,1);(0,2)} nao é base de R? pois nao é LI (um dos vetores é claramente
combinacao do outro). Também, este conjunto nao gera R?. Por exemplo, o vetor (1,0) nao é
combinacao linear de (0, 1) e (0,2) (tente escrever a combinagao e veja que nao d4 certo). [

Exemplo 28. {(1,0,0);(0,1,0)} nio ¢ base de R?® pois niao gera R? (por exemplo, (0,0,1) ¢
[(1,0,0); (0,1,0)]). O

Exemplo 29. O conjunto

=80 [0 s Lo o) o o)

é base canonica de M(2,2). De fato, 5 é LI pois

10 01 0 0 0 0 0 0
(11|:0 0:|—|—CL2|:0 0:|—|—a3|:1 0:|—|—CL4|:0 1:|:|:0 0:| :>a1:a2:a3:a4:0

e gera M (2,2), pois qualquer matriz 2 x 2 pode ser escrita como

@11 Q12 | 10+ 01+ OO+ 0 0
Ay Gy | 0 0| T2l o T2 1 0| T2 1 |"
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Exemplo 30. Generalizando o exemplo anterior, a base candnica de M (m,n) é o conjunto das

matrizes AY = [a;;] - tais que a;; = 1 e ar = 0 sempre que (k,1) # (4, ). O

Atividade 6. Mostre que o conjunto das matrizes A% do exemplo anterior é base de M (m,n).

Exemplo 31. O conjunto de polinomios 8 = {1,z,z?%,...,2"} é a base canonica de B,. 0

Atividade 7. Mostre que o conjunto 5 do exemplo anterior é base de P,.

Observamos que, de acordo com o primeiro item da Definicao 5, o espago vetorial trivial
{0} nao admite base.

Vimos no Exemplo 17 que R? pode ser gerado por dois vetores LI, e que adicionando um terceiro
vetor, o subespaco gerado nao muda. De outro modo, dos trés vetores usados, podemos extrair
dois que geram todo o R? (uma base de R?). Em geral, sempre é possivel extrair bases de
conjunto de vetores que geram todo o espaco vetorial.

Teorema 4. Sejam vy, ..., v, vetores nao nulos que geram um espago vetorial V. Entao, dentre
esses vetores podemos extrair uma base de V.

Exemplo 32. Afirmamos que
[(1,0,0); (0,1, —1); (1,1,0); (1,1,1)] = R,

De fato, vocé pode verificar que (x,y,2) = x(1,0,1) +y(0,1, 1)+ (z —y — 2)(1,1,0) + (—z +
y+2)(1,1,1).
Agora, observe que

(1,1,0) = 1(1,0,1) + 1(0,1, —1) + 0(1,1, 1),
isto é, o« = {(1,0,0);(0,1,—1);(1,1,0); (1,1,1)} é LD. Mais ainda, isso mostra que
(L ]-7 0) € [(17 07 1)? (Oa 17 _1)a (]-7 17 1)]

e logo [(1,0,1);(0,1,—1);(1,1,1)] = R% Como S = {(1,0,1);(0,1,—1);(1,1,1)} é LI (verifi-
que!), segue que 3 é base de R3. O que fizemos portanto foi extrair do conjunto a de geradores
de R? uma base 3 de R3. O

Pelo que vimos acima, trés vetores LI geram R?. O exemplo indica ainda que ao agregar um
quarto vetor, este serd LD com os anteriores: é como que a base de R?® nao comporta mais que 3
vetores. O mesmo ocorre com R?: uma base tem no méaximo 2 vetores (geometricamente, tente
desenhar 3 vetores LI no plano e se convenga que é impossivel). Esse fato vale para qualquer
espago vetorial: se um conjunto de vetores ja gera todo o espago, qualquer vetor adicional sera
LD.

Teorema 5. Seja V' um espaco vetorial. Se V = [vy,...,v,| (n vetores) entdo qualquer sub-
congunto de V' com mais de n vetores é LD.

Exemplo 33. Sabemos que a base canonica de R? tem trés elementos, e que gera R3. Com
isso ja sabemos de antemao que o conjunto a do Exemplo 32 é LD, pois possui mais de trés
vetores de R3. O
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Em outras palavras, o Teorema anterior diz o seguinte: se n vetores geram V', qualquer vetor
adicional serd LD com os anteriores. Entao o niimero minimo de geradores de todo o espago
é sempre o mesmo, independente de quais geradores escolhamos. Isso nos leva ao conceito de
dimensao de um espacgo vetorial.

Corolario 1. Qualquer base de um espaco vetorial V tem sempre o mesmo numero de elemen-
tos. Este numero ¢ chamado dimensao de V', e denotado por dim V.

Refor¢ando o que o resultado anterior diz: a dimensao de um espago vetorial é a quantidade
de vetores de qualquer base sua.

Exemplo 34. Como {(1,0);(0,1)} é base de R?, temos dimR* = 2. Mais geralmente, consi-
derando a base canonica de R", segue que dimR" = n. 0J

Exemplo 35. Do Exemplo 29, segue que dim M (2,2) = 4. Mais geralmente, do exemplo 30
concluimos que dim M (m,n) = mn. O

Exemplo 36. Do Exemplo 31 segue que dim P, = n + 1, ja que 8 = {1,z,22, ..., 2"} é uma
base de P,. O

Atividade 8. Seja W um subespaco vetorial de V. Mostre que dim W = dim V' se, e somente
se W=1V.

O espago vetorial trivial {0} ndo admite base, pois nao hé subconjunto seu que seja LI.
Convencionaremos no entanto que dim{0} = 0.

Como dito no Exemplo 28, os vetores (1,0,0) e (0, 1,0) sao LI, nao geram R3. Porém, agregando
um terceiro vetor LI, temos uma base de R3. Por exemplo,

{(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1)}, {(1,0,0); (0,1,0); (0,0,4)}, {(1,0,0);(0,1,0); (1,1, 1)}

sao bases de R3. O teorema abaixo diz que sempre é possivel completar um conjunto LI a fim
de obter bases de um espago vetorial.

Teorema 6. Qualquer conjunto de vetores LI de um espago vetorial V' pode ser completado de
modo a obter-se uma base de V.

Corolario 2. Sen =dimV, qualquer subconjunto de V' com n vetores LI é uma base de V.

Exemplo 37. Sabemos que dimR?® = 3. Entao o conjunto LI {(1,0,—1);(0,1,2)} nao é base
de R3. A demonstracao do Teorema 6 nos d4 uma maneira de completar esse conjunto a uma
base de R?: basta escolher um vetor (z,y, z) ¢ [(1,0,—1); (0, 1,2)] e uni-lo ao conjunto. Observe
que

[(1,0,—1);(0,1,2)] ={a(1,0,—1) +b(0,1,2) | a,b € R} = {(a,b,2b — a) + b(0,1,2) | a,b € R},

e logo (1,1,0) ¢ [(1,0,—1);(0,1,2)]. Com isso 8 = {(1,0,—1);(0,1,2);(1,1,0)} é LI, e como
possui 3 = dim R3 vetores, é uma base de R3. O
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Exemplo 38. Vamos completar o conjunto LI {(1,0,1,2);(2,1,0,0)} a uma base de R*. Pri-
meiro, temos

Wy =[(1,0,1,2);(2,1,0,0)] = {(a+2b,b,a,2a) | a,b € R}.
Escolhemos (1,1,0,0) ¢ W;. Agora,

Wy =1(1,0,1,2);(2,1,0,0); (1,1,0,0)] = {(a+2b+ ¢,b + ¢,a,2a) | a,b,c € R}.

Escolhendo entao (1,0,2,0) ¢ Ws, obtemos a base

£ =1{(1,0,1,2);(2,1,0,0);(1,1,0,0);(1,0,2,0)}
de R%. O
Teorema 7. Se U e W sao subespacos de V entao dimU < dimV, dimW < dimV e

dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W).
Exemplo 39. Considere os subespacos de R?

U={(zy,2) |z =y}, W={(z,y,2) |z +y—2=0}

Como
U={(z,2,2)|z,z€ R} e W={(z,y,2+y)|z,y eR}

segue que By = {(1,1,0);(0,0,1)} e Bw = {(1,0,1);(0,1,1)} sao bases de U e W, respectiva-
mente. Assim, dimU =dimW =2, e

3=dimR* =dimU +dim W — dim(UNW) = dim(UNW) = 1.
Vamos verificar que de fato dim(U N W) = 1. Temos
UnNnwW ={(z,y,2) |e+y—2=0,z =y} = {(x,z,22) | r € R} = [(1, 1, 2)],

ou seja, dim(U NW) = 1. O

Pela definicao de base, qualquer vetor v de um espaco vetorial V' pode ser escrito em uma base
B. O resultado a seguir diz que essa escrita s6 pode ser feita de uma tnica forma. Vocé podera
notar isso nos exemplos e exercicios!

Teorema 8. Dada uma base = {vy,...,v,} de V', cada vetor v de V' se escreve de maneira
unica como combinacao linear dos vetores de [3.

J& que a escrita em uma base é Unica, vamos chamar os coeficientes aq, . .., a, da escrita
V=aqa1U1 + -+ a,v,

de v na base 8 = {vy,...,v,} de coordenadas de v em relagdo a /3. Se levarmos em consideracao
a ordem dos vetores em /3 (que neste caso referimos a 5 como base ordenada), escrevemos

[v]g =
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Poderemos omitir o termo “ordenada” quando o contexto deixar claro que se trata de uma base
ordenada.

Recorde que em Geometria Analitica, as coordenadas de um vetor v = (x,y, z) s@o os nlimeros
x, y e z. De fato, esses sao as coordenadas da escrita de v na base canonica de R3:

v=(z,y,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + (0,0, 1).

Em Geometria Analitica, a base canonica é largamente utilizada (ela d4 as dire¢oes dos eixos
coordenados).

Exemplo 40. Em R?, consideremos a base (ordenada) 8 = {(1,1);(—1,2)}. Como
(—1,8) = 2(1,1) + 3(~1,2)
segue que

19k 3.

Se considerarmos a base 8 = {(—1,2); (1,1)} proveniente da mudanca de ordem em /3, vemos
que

19h= 5]

O
Daqui para frente, vamos denotar a base canonica de um espaco por “can”. Assim,
o em B2, can = {(1,0); (0, 1)}
e em R", can ={ey,...,e,}
10 0 1 00 00
v, en={[5 5] [0 o] [V 0.0 1]}
o em M(m,n), can ={AY| A7 =1, A =0,Y(k,1) # (i,5), para cada i, j}
e em P,, can = {l,z,2°% ... 2"}
Exemplo 41. Em M (2,2), considere a base canonica can. Como
1 2 10 0 1 00 00
e R R E R R BRI R
segue que
1
Vo= |
3
O
Exemplo 42. Em R", considere a base canénica can = {ey,...,e,}. Qualquer vetor v =
(x1,...,v,) € R" pode ser facilmente escrito na base can. De fato, temos

v=1x€e1+---+1x,€,
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e logo
T

X2
[U ]can -

O

Exemplo 43. Um vetor de um espaco vetorial pode ser facilmente descrito em certas bases.
Por exemplo, o exemplo anterior mostra que é facil descrever um vetor de R™ em sua base
canonica. Outro exemplo ¢ o seguinte: considere a base canonica can = {1,z,z% ..., 2"} de
P,. Um vetor p(z) = a,z™ + - - - + a1= + ap qualquer de P, tem escrita na base canonica

(%)
a1

[p}can =
an

U

Exemplo 44. Qualquer matriz A = [a;;|mxn do espaco vetorial M (m,n) tem escrita na base
canonica de M (m,n)

[A]can:[all a1p A21 - Qop  ° am1 - Amn ]t-
[
Mudanca de base
Seja V' um espaco vetorial e § = {uy,...,u,}, B/ = {wy,...,w,} bases ordenadas suas.

Nosso objetivo é descobrir qual a relagao entre as escritas de um vetor v € V' nessas bases, isto
é, qual a relagdo entre [v]z e [v]g. Fixado v € V, escrevamos

n n
v = g Tiu; € U= E Yiws,
1 1

isto é,
T Y1
[v]p=] : e [vlg=1]:
Tn Yn
Como f é base de V, podemos escrever cada vetor de ' como cominacao linear dos vetores de
B, digamos
Wy = anuy + a1z + - Apily
Wg = Q12U1 + AUz + - - Gp2Up

Wy = Arpl1 + AoplUg + - Gpply
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Assim,
v = iyiwi = i yi(ariur + agia + - - - Apitty)
1 1
= (anyr + aye + - @pYn)un + -+ (@Y1 + G2yz + 0 Q) in
= i(ailyl + ioYa + -+ QinYn ) U
1

Mas a escrita de v na base § = {uy,...,u,} é tnica, de modo que os coeficientes dos u;’s que
aparecem na soma anterior sao os x;’s:

1 = anyi +aYs + - Q1pYn
To = Qo1Y1 + A22Y2 + * -+ AoplYn
Tp = An1Y + An2Y2 + - AnnlYn
ou ainda,
T Q11 0 Qip Y1
Tp (2775 Ann Yn
Fazendo
al A1n
8 ) )
[I ]ﬂ - . )
an1 Ann

chegamos a expressao

A matriz [[]g/ é chamada matriz de mudanca da base 5 para a base 3.

A notacao é adequada: vocé pode ver [[]g/ [v]g como o “produto v = Iv” onde as bases [’

sao “canceladas”.

Observe que as colunas de [/ ]g/ sao os coeficientes da escrita dos vetores da base inicial
' ={wi,...,w,} na base final 8 = {uy,...,u,}. Para indicar tal fato, podemos escrever

(1] =] [wils -+ [wals

Dessa maneira, fica facil saber o que fazer para calcular uma matriz de mudanca de base.

Exemplo 45. Sejam 3 = {(2,—1);(3,4)} e can = {(1,0);(0,1)} bases de R%. Vamos calcular
a matriz de mudanga da base can para [5:

| |
[]5" = [(1>|0)]B [(07|1)]B

Devemos entao calcular a escrita dos vetores de can na base [5:




20 +3b =

1
Cu ap = o Te=41Lb=1/11L

o (1.0) = a(2, —1) + b(3,4) = {

Loso. [(1.0)]s = | 111 |

-3/11 }

e Fazendo as contas, conclui-se que [(0,1) ]B = [ 2/11

Portanto
[1]em — 4/11 =3/11
N 1/11 2/11 |-
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Com isso podemos encontrar qualquer vetor na base 3. Por exemplo, tomando v = (5, —8),

vemos que [v]en = [ _g } Assim,

ol = 105" ol = | 117 oy | | 2 | =] 1]

Vocé pode verificar que realmente

(5,—8) = 4(2, —1) — 1(3,4).

Exemplo 46. Seja = {v1,...,v,} base de um espago vetorial V. Entao
10
| | | 01

De fato, a escrita de cada vetor v; na base [ é
Ui:OU1+0U2+"'+17ji+"‘+01}n7

ou seja, [v;]g € a coluna i da matriz identidade I,.

U

Uma pergunta surge: se conhecemos a mudanca de ' para 5 ([ [ ]g/), como obter a mudanca

inversa, de (3 para (' ([I]g,)?

Vejamos: dado v € V' qualquer, temos

Assim, /
[0]g =115 115 [v]s

(veja como as bases se “cancelam” no produto de matrizes). Agora, se 3/ = {wy,

1 0 0

0 1 0
[U)l]ﬁl: : , [’U}Q]B/: . ey [wn]ﬂ’: : ,

..., Wy} entao
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ou seja, [w; |g € a coluna i da identidade [,,. Entao a expressao

wily = (1105 11 ) Twils

diz que a coluna i de [I]g/ [I]g/ ¢ a coluna ¢ de I,,, para todo i. Portanto,
(1151115 =L,

isto é, [ }g, ¢ inversivel e
g o\
15 = (117)

Exemplo 47. Considere as bases can canonica e 3 = {(1,0,1); (0,0,2); (2,2,0)} de R3. Vamos
encontrar [ ]g‘m Observe que nessa matriz as colunas sao as escritas dos vetores canonicos na

base 3. E conveniente portanto calculd-la invertendo a matriz

10 2
(110 =1]0 0 2
120
Li1—L1—2Lo
10 2[1 007 Zasipr, [1 0 0[1 =10
00201 0| L&k 1 20/0 01
12 0[00 1 00 1[0 1/2 0
LL2—>L125LLl 1 00 1 -1 0
2222 g 1 0] —1/2 1/2 1/2
001 0 1/2 0
e logo
2 -2 0
= (1) =5 1 11
0 10
O
Demonstracoes

Demonstracao do Teorema 1. u,w € Wi N Wy = u,w € Wi e u,w € Wy, Como Wy e Wy sao
subespacos, temos u +w € Wy e u+w € Wy, Assim u +w € Wy N Wa, ou seja, Wy N Wy é
fechado para a soma. O

Atividade 9. Mostre que a intersecao W5 N W5 no teorema anterior é fechada para a multi-
plicacao por escalar, e conclua a prova desse teorema.

Demonstracao do Teorema 2. u,v € Wi + Wy = u = wy + wy, v = Wy + Wa, Wy, W €
Wl,wg,WQ e Wy = u+v = (UJ1 + WQ) + (@1 —FEQ) = (w1 +w1) + (wg +w2) e Wi+ Wq
pois W7 e W5 sao subespacos. Isso mostra que Wy + W5 é fechado para a soma. O
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Atividade 10. Mostre que W7 + W5 no teorema anterior é fechado para a multiplicacao por
escalar, e conclua a prova desse teorema.

Demonstra¢ao do Teorema 3. Se {vy,...,v,} é LD entao existem ay,...,a, € R nao todos
nulos (digamos que a; # 0) tais que ajv; + - -+ + a,v, = 0. Assim,
1
v; = ——(av1 + -+ @GV + Qi aVigr o+ apvy)
i
ay ai—1 Ait+1 an
=|-——]Jnnt--+|- Vi1 + | — Vigr + -+ | —— | Un,
Q; Q; Q; Q;
ou seja, v; é combinacao linear de vy, ..., v; 1,011, .., Up.

Reciprocamente, se v; é combinacao dos outros vetores, entao
Vp = a1vp + A1 Vi1t Qi1 Vg 0 AUy

= a1 + -+ a1 + (= 1)v + @i + -+ anv, = 0.

Com isso, a equacao ajv; +- - - +a,v, = 0 admite uma solu¢ao nao trivial. Portanto {v,...,v,}
é LD. ]
Demonstragao do Coroldrio 1. Sejam o = {vy,...,v,} e = {ws,...,w} bases de V. Como
V =a] e g é LI, o Teorema 5 diz que k < n. Por outro lado, como V =[] e « é LI, também
k > n. Assim, kK = n, como queriamos. O
Demonstra¢ao do Teorema 6. Seja n = dimV e vy,...,v. € V vetores LL. Se [vy,...,v,] =
V entao {vy,...,v.} jd é base de V (r = n). Caso contrario, se [v1,...,v,] € V, existe
U1 € V otal que vqq € [v1,...,0,.] (r < n). Neste caso, {vi,...,v, 0,41} é LI. Com isso, se
[U1, ..., Up, V1) =V, entdo {vq,...,v,, 0,41} é base de V. Caso contrario, existe v,,2 € V tal
que
V1, Uy Upi1]) C (U1, ooy Uy Up1, Upga)

Prosseguindo se necessario, existem entao k = n — r vetores v,41,...,0,4 € V tais que § =
{v1, ..., Up, Vps1, Ui} € Ll e [B] =V, ou seja, 3 é base de V. Note que este processo para pois
qualquer conjunto com n vetores de V' é LD. O

Demonstracao do Corolario 2. Suponha por absurdo que o conjunto 8 com n vetores LI nao é
base de V. Assim, completamos § a uma base de V', obtendo uma base de V' com mais de n

vetores, um absurdo. O
Demonstra¢ao do Teorema 8. Seja v € V. Como [vy,...,v,] = V, v é combinacdo linear de
V1, ..., Uy]. Escrevamos v =Y [ a;v; e v =Y ) bw;. Devemos mostrar que a; = b; para todo i.
Ora, como

0:1)—1):iaivi—ibivi:i(ai—bi)w
1 1 1

e 8 é LI, segue que a; — b; = 0 para todo 7, como querfamos demonstrar. O




