MNis somamos -2 veres 3
primeira linha & segunda

% gl | : 0 : e —| vezes a primeira i
_D -2 5] -1 0 I_ lereeira,
[ 2 3] 1 o ] - .
0 s o R | 0 : &5 somamos 2 veres o

segunda linha & tereeira.

Nds multiplicamos a ter-

< ceira linha por 1.

Nds somamos 3 vezes a
terceira linha i segunda e
=3 veres a teroeira &
primeira.

of-14 6 3

MNis somamos -2 veres i
— segunda linha & primeira,

Assim,
—40 16 9
Al=] 13 -5 -3
5 =2 -1l

Muitas vezes nés ndo sabemos, de antemfo, se uma dada
matriz € ou nio invertivel. Se uma matriz A de tamanho n xn
ndo ¢ invertivel, entdo ela niio pode ser reduzida a [, por ope-
ragfes elementares sobre linhas |parte (¢) do Teorema 1.5.3].
Dito de outra maneira, a forma escalonada reduzida por linhas
de A tem pelo menos uma linha de zeros. Assim, se 0 procedi-
mento do dltimo exemplo for tentado em uma matriz que niio &
invertivel, entiio em algum ponto das contas vai aparecer uma
linha de zeros no lado esquerdo. Pode-se entdo concluir que a
dada matriz néo ¢ invertivel e parar as contas.
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EXEMPLO 5 Mostrando que uma Matriz nio E
Invertivel

Considere a matriz

A=| 2
=1

L S =]
|

Aplicando o procedimento do Exemplo 4 di

1 6 4 o 0
2 4 = 0 | 0
~1 2 5| 0 0 1

—_—

NGs somamos - 2 vezes a
primeira linha i segunda
€ SOMAMmos & primeira i
terceira.

0 -8 =-9|=2

[
=

Nds somamos a segunda
linha & terceira,

6 -8 -9|-2 1 0
0 0 0] 1 1

Como obtivemos uma linha de zeros no lado esquerdo, A nio é
invertivel. %

EXEMPLO 6 Uma Conseqiiéncia da
Invertibilidade

No Exemplo 4 nés mostramos que

1
A=1]2
1

= LW
[T

¢ uma matriz invertivel. Do Teorema 1.5.3 segue que o sistema
homogéneo

X+ 20n+3a=0
2+ 54+ 3 =0
.r. +853=0

tem somente a solugdo trivial. L

1 Conjunto de Exercicios 1.5 N 3

1. Quais das seguintes matrizes sdo elementares?
(1 0 . [—5 1 (1 0
(a) -5 ] (b) 10 (c) 0 3

|
(e) |0
0

S D - D
Lo B e R |
_— D 2

(d)

i = R =
==
L= =
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2. Encontre uma operagiio sobre linhas que retorna a matriz elementar dada a uma matriz identidade.

i

SN L B e | [ o8 B

(a) |:_3 J (b) g (I} ';) (c) 00 1 0 (d) 0 0 10

1 0 0 0 0 0 0 1

3. Considere as matrizes

3 4 1 8 | 5 3 4 1
A=12 =7 =11, BR=12 =7 =1}, C=|2 =7 -1
8 1 5 3 4 1 2 =7 3

Encontre matrizes elementares E,, E, £; e E; tais que
(@EA=B (MEB=A (©EA=C (dEC=A
4, No Exercicio 3, ¢ possivel encontrar uma matriz elementar E tal que £ B = C7? Justifique sua resposta.

Nos Exercicios 5-7. use o método mostrado nos Exemplos 4 e 5 para encontrar a inversa da matriz dada se a matriz € invertivel e confira sua
resposta por multiplicagéo.

[1 4 -3 6 6 —4
5. b
ot o2 o]
3 4 -1 -1 3 —4 1 0 1 2 6 6 10 1
6. (a) |1 0 3 (b) 2 4 1 ey 1O 1 1 (@ |2 7 6 e [—=1 1 1
12 5 —4 —4 2 =9 1 1 0 PR 01 0
- 2 1 0 0 0
R B VI 32 0 e
.|+ L+ L b) [-4v2 V2 0 (c)
7 1 3 5 0
1B L 1% 0 0 1
LS s 10 1: 3 9 i
[-8 17 2 g 0 0 2 0
4 i -9 10 0 1
d 3
@ o ol Plo -1 s o
-1 13 4 2 (2 1 5 -3
8. Encontre a inversa de cada uma das seguintes matrizes 4 X 4, onde &, k., k3, k; ¢ ks siio todos nfio-nulos.
kk 0 0 0 [0 0 0 Kk k00 0
(@) 0 kL 0 O (b) 0 0 kL 0 ©) 1 £ 0 0
e e 0 0 ks 0 0 1o 1 ko
0 0 0 ks |k 0 0 O 0 0 1 %

9. Considere a matriz
1 0]
-5 2

A=

(a) Encontre matrizes elementares £, e F, tais que F, £, A= {.
(b) Escreva A~!' como um produto de duas matrizes elementares,

(c) Escreva Acomo um produto de duas matrizes elementares.
10. Em cada parte, efetue a operagio sobre linhas dada na matriz

2 —1 0
A= |4 3 =3
1 —4 7

multiplicando A A esquerda por uma matriz elementar conveniente. Confira sua resposta em cada caso executando a operagiio sobre linhas
dirctamente em A.
(a) Permute a primeira e terceira linhas.

(b) Multiplique a segunda linha por % .



11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.
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(c) Some duas vezes a scgunda linha & primeira.
Expresse a matriz
0 1 7 8
A= 1 3 3 8
-2 =5 1 -8

no formato A = E F G R, onde E, F ¢ G sdo matrizes elementares ¢ R estd em forma escalonada por linhas.
Mostre que se

1 0 0
A=10 1 0
a b«

¢ uma matriz elementar, entio pelo menos uma entrada da terceira linha deve ser um zero.
Mostre que

0a 0 0 0
b 0 ¢ 0 0
A=|0 d 0 e O
00 f O g

0 0 0 & 0O

€ nao-invertivel para qualquer valor das entradas.

Prove que se A € uma matriz m X », entio existe uma matriz invertivel C tal que C A estd em forma escalonada reduzida por linhas.

Prove gue se A ¢ uma matriz invertivel e £ € equivalente por linhas a A, entio B também ¢ invertivel.

(a) Prove: Sc A ¢ B siio matrizes m X n, entio A ¢ B sio equivalentes por linhas se, ¢ somente se, A ¢ B tém a mesma forma escalonada
reduzida por linhas.

(b) Mostre que A e B sio equivalentes por linhas e encontre uma seqiiéncia de operagdes elementares por linhas que produz B a partir de A,

sendo
L' 3% 3 | 0 5
A=11 4 1], B=10 2 -2
s R 1 1 -+

Prove o Teorema 1.5.1.

Discussio e Descoberta

18.

19.

20.

21.

Suponha que A € alguma matriz invertivel desconhecida, mas que vocé conhece uma seqiiéncia de operagdes elementares por linhas que pro-

duz a matriz identidade quando efetuada sucessivamente em A. Explique como vocé pode usar a informacio disponivel para encontrar A.

Decida se a afirmagao dada € sempre verdadeira ou as vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento légico ou um contra-exemplo.

(a) Toda matriz quadrada pode ser expressa como um produto de matrizes elementares.

(b) O produto de duas matrizes elementares € uma matriz elementar.

(c) Se A ¢é uma matriz invertivel e um miltiplo da primeira linha de A é somado & segunda linha, entdo a matriz resultante € invertivel.

(d) Se A ¢ invertivel ¢ A B =0, entiio € necessariamente verdade que B = 0.

Decida se a afirmagio dada € sempre verdadeira ou s vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento Iégico ou um contra-exemplo.

(a) Sc A ¢ uma matriz 1 X n singular, entdo A x = 0 tem infinitas soluges.

(b) Se A ¢ uma matriz n X n singular, entiio a forma escalonada reduzida por linhas de A tem pelo menos uma linha de zeros.

(c) Se A~! pode ser expressa como um produto de matrizes elementares, entdio o sistema linear homogéneo A x = 0 tem somente a solugfio
trivial.

(d) Se A ¢ uma matriz n % n singular e B resulta da permutacio de duas linhas de A, entdo B pode ser ou néo ser singular.

Vocé acredita que existe uma matriz A de tamanho 2 x 2 tal que

a b b od
A =
¢ d a ¢

para todos valores de a, b, ¢ e d 7 Explique seu raciocinio.



