Notas de aula — Sistemas Lineares

Esta notas de aula apresentam os principais resultados discutidos em aula, bem como demons-
tracoes e exemplos. Apesar de servirem de apoio, elas nao substituem os livros-texto!

Uma equacao linear nas variaveis x1,...,x, é uma equacao do tipo a1x1 + -+ + a,x, = b
onde o0s a;’s e b sdo escalares. Um sistema de equagoes lineares (ou simplesmente um sistema
linear) com m equagdes e n incdgnitas é dado por

anTy  +aprs o aaT, = b
anTy +aprs o AT, = by
(1)
Am1T1  +0maTs - QppTn = bm
Uma solugdo do sistema linear (1) é uma lista de n nimeros (z1,...,x,) que satisfaz cada
uma de suas m equacoes.
T by
Tomando A = [a;] . , X = : e B = © |, podemos escrever o sistema (1) na
mXxXn . .
Tn, bm
forma matricial
AX =B.

Neste caso, A é dita matriz dos coeficientes de (1); X é dita matriz das incégnitas de (1) e
B é dita matriz dos termos independentes de (1). Em particular, se B = 0 entao o sistema
AX = 0 ¢ dito sistema homogéneo. Considerando a forma matricial de um sistema linear,
diremos também que a matriz Xg é solucdo do sistema AX = B se AX, = B.

A matriz
a; a2 - A, by
az;  Gga - Ao, by
[A|B] =
Am1 Am2 - Amn bm

¢ a matriz ampliada do sistema (1).




Operacoes e matrizes elementares

Numa matriz A de ordem m X n, consideramos trés operagoes sobre suas linhas:
(¢) troca da linha ¢ com a linha j (i # j). Indicaremos essa operacao por L; <+ L.
(77) multiplicagao da linha ¢ por um nimero real k& # 0 (L; — kL;).

(73i) substituicao da linha 7 pela linha i somada ao miltiplo k& da linha j (i # j). Neste caso
pode-se ter k = 0. Indicaremos essa operacao por L; — L; + kL;.

As trés operacoes acima sao chamadas operacoes elementares.

1 0
Exemplo 1. Seja A = 4 —1
-3 2

e realizemos a operacao elementar L, <> Lo sobre A:

1 0 4 -1
A = 4 -1 | =>A = 1 0
-3 2 -3 2

e realizemos a operacao elementar Lz — 2L3 sobre Aj:

4 -1 4 -1
Al = 1 0 — A2 = 1 0
-3 2 -6 4

e realizemos a operacgao elementar Ly — Lo + 3L, sobre As:

4 -1 4 -1
A, = 1 0| —-C=] 13 -3
—6 4 -6 4

O

Definicao 1. Sejam A e C matrizes de mesma ordem. Dizemos que C € linha equiva-
lente (ou simplesmente equivalente) a A se C pode ser obtida de A pela aplicagdo de finitas
operagoes elementares.

Assim, no exemplo anterior C é linha equivalente a matriz A.
O estudo de matrizes equivalentes é 1itil na resolucao de sistemas lineares.

Teorema 1. Dois sistemas lineares cujas matrizes ampliadas sao linha equivalentes tém mes-
mas solugoes (sistemas equivalentes).

Em outras palavras, o Teorema anterior afirma que ao aplicarmos operagoes elementares sobre
a matriz ampliada de um sistema, mantemos solucoes do sistema. Logo, podemos resolver um
sistema linear transformando-o em um sistema mais facil, como no exemplo a seguir. Essa é
a justificativa para o processo de escalonamento.




Exemplo 2. Considere o sistema linear

21’1 +4ZL‘2 +2[E3 = 6
S —X1 +x3 = -2 .
T +29 —T3 = 3

Apliquemos operacoes elementares em sua matriz ampliada:

2 4 2| 6| Ls—oLstle 1 2 1] 3
10 11 -9 L1—1/2L1 0 1]—2 Lo—Lo+14
i 1 —1| 3 010/ 1
i 1 1 3 L1~>L172L3 ]_ O ]_ 1 L2—>1/2L2
L2~>L272L3 L2<—>L3
0 201 | 2510 0 2)-1
L0 1 01 0 0 1
(10 1 10 0] 3/2
01 0 1| B2t g1 0 1| =[CcD].
(00 1]-1/2 00 1]-1/2
O sistema CX = D dado por
I = 3/2
) = 1

¢ equivalente ao sistema original S, e claramente tem unica solucao (3/2,1, —1/2). Portanto o
sistema inicial S tem esse terno como tunica solugao. 0

A ultima matriz [C|D] do exemplo anterior tem uma forma interessante pois o sistema asso-
ciado € de facil resolucao. A fim de resolver sistemas lineares de uma forma geral, procuraremos
formalizar a estrutura dessa matriz.

Definicao 2. Uma matriz A de ordem m X n estd na forma escalonada reduzida por
linhas (FERL) satisfaz as sequintes propriedades:

(i) O primeiro elemento nao nulo (da esquerda para a direita) de uma linha ndo nula é 1
(esse € o elemento pivo/lider da linha);

(11) Cada coluna que contém o pivé de alguma linha tem todos os seus outros elementos nulos;
(1ii) Toda linha nula ocorre abaizo das linhas ndo nulas;

(tv) Em duas linhas consecutivas ndo nulas, o pivé da primeira linha ocorre a esquerda do
pivé da sequnda linha (forma escada).

Exemplo 3. Estao na FERL:

100 3/2 0120 3 o1,
e |0 10 1 e|0001 -1
00 1 —1/2 0000 0 ® Opn

O

Teorema 2. Toda matriz A € linha equivalente a uma unica matriz na forma escalonada
reduzida por linhas.



O Teorema acima diz que o processo de escalonamento feito no exemplo anterior é universal:
ele sempre é possivel, para qualquer sistema linear.

Relacionaremos agora operagoes elementares com produtos de matrizes.

Definicao 3. Uma matriz A quadrada de ordem n € dita elementar se pode ser obtida da
identidade I, por uma unica operacao elementar.

Exemplo 4. Sao exemplos de matrizes elementares:

010
eE=|1 0 0| (L + Ly sobre a matriz identidade I3)
001
2 0
.E:{O 1} (L1 — 2L, sobre Iy)
1 20
e E= 010 (Ll < Ly + 2L5 sobre Ig)
001

O

Quando convenienete, denotaremos por e¢(A) a matriz resultante da aplicagao da operagao
elementar e sobre a matriz A.

Teorema 3. Seja e uma operagao elementar e E = e(1,,,) a matriz elementar correspondente.
Entdo para toda matriz A de ordem m x n temos

e(A) = EA.

Em outras palavras, o Teorema 3 diz que aplicar uma operagao elementar em A é o mesmo
que multiplicar A a esquerda pela matriz elementar correspondente.

Cada matriz elementar é inversivel, e sua inversa é a matriz elementar correspondente
a operacao que desfaz a original:

~ 5 1 1
e a operagao L; — %Li desfaz a operacao L; — kL;. Assim por exemplo, se E = { 0 2 ]

entao E7! = { b0 } (verifique este fato constatando que EE~! =1).

0 1/k
e a operagao L; — L; desfaz a prépria operagao L; — L;. Assim por exemplo, se E =

{ (1) é ] entao E~! = E (verifique!).

e a operacao L, — L; — kL, desfaz a operagao L; — L; + kL;. Assim por exemplo, se

T10] ., [ 10 e
E = {2 1} entao E —{_2 1} (verifique!).

Atividade 1. Faca exemplos de inversas de matrizes elementares de ordem 3. Mostre que em
geral matrizes elementares tem inversas descritas anteriormente.

Uma consequéncia imediata do Teorema 3 é o seguinte:




Corolario 1. Sejam A e B matrizes de mesma ordem. Entao B € linha equivalente a A se, e
somente se B =E, E;_1---EsE{A para certas matrizes elementares Eq, ... Ey.

Exemplo 5. Mostre que sao linha equivalentes as matrizes A = [ ; 2 } e B = [ 2 g }
Vamos calcular a FERL de A:

|1 2| Le—1/3Le 1 2| Loslo—1I, 112
Ay || ] e 0]

1 0
0 1/3
tes as operagcoes realizadas, temos

10 .
} e By = { } as matrizes elementares corresponden-

Observe que, sendo E; = [ 11

C = EE/A.
Agora, calculemos a FERL de B:

B — 9 18 L1—1/914 1 2 L2—1/6Lo 1 2 Lo—Lo—L1 1 2 _C
16 12 6 12 1 2 00|

1 1/9 0 |1 0
SendoEg—{ 0 116E4—[0 1/G]temos

C = E2E4E3B,

e assim BoE EsB = EyE A = EEsB = E;'E;EA = oo = B = E;'E;'E;A. Pelo
Corolario anterior, B é linha equivalente a A. 0

Em particular, se B é matriz quadrada de ordem n, linha equivalente a I,,, entao B =
Ej---EiL,. O produto E;---E; = A ¢é inversivel com inversa A~! = E{ ' -+ -E,;l (verifique!).
Assim, B = AL, = A7'B = I,, e B é inversivel com inversa B = A~! = E{'---E;".
Concluimos entao que se B é linha equivalente a I, (ou equivalentemente, se B é
produto de matrizes elementares) entao B é inversivel.

A reciproca deste fato também é verdadeira, isto é, se B é inversivel entao é linha equivalente
a I,. Resumindo esse fato e considerando o Corolario 1, temos o

Teorema 4. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Sao equivalentes as afirmagoes:
(1) A € inversivel.
(13) A € linha equivalente a 1,,.

(1ii) Eg---E A =1, para certas matrizes elementares Eq, ..., Eg.

Com as operagoes e matrizes elementares, estabeleceremos uma maneira de
1. Resolver um sistema linear;
2. Inverter uma matriz, ou constatar que nao ha inversa.

Veremos isso nas secoes seguintes.




Resolucao de sistemas lineares

A possibilidade de simplificacdo da matriz ampliada de um sistema linear para a forma
reduzida, garantida pelo Teorema 2, resulta em um processo sistematico para resolucao de
qualquer sistema linear.

Este processo (de escalonamento) nos fornecera:
e as solugoes do sistema, caso existam;
e se o sistema possui Unica ou varias solugoes;

e se o sistema nao possui solugao.

O estudo da quantidade/existéncia de solugoes estd relacionado com a nogao de posto e
nulidade das matrizes associadas ao sistema linear.

Definicao 4. Dada uma matriz A de ordem m x n, seja B sua FERL. Entao o posto de A ¢
o numero de linhas nao nulas de B. A nulidade de A é o nimero n —p, onde p € o posto de

A.

[2 -1 3 1 0 14/9
. 1402 , . 101 1/9

Exemplo 6. Seja A = 1 -5 1| A FERL de A é a matriz B = 00 ol ¢

| 4 16 8 0 0 0
portanto o posto de A é 2, e a nulidade de A é 3 —2 = 1. O

(2 1 4 1 0 5/3]
Exemplo 7. Seja A = |1 2 3 |. AFERLde AéamatrizB= |0 1 2/3 |,e

1 -4 —1 00 0
portanto o posto de A é 2, e a nulidade de A é 3 —2 = 1. U

Teorema 5. Seja AX = B um sistema linear, com m equagoes e n incognitas (A tem ordem
m X n). Entao

(1) AX = B admite solugao se, e somente se o posto da matriz ampliada [A|B] € igual ao
posto da matriz dos coeficientes A.

(17) Se A e [A|B] tém mesmo posto p =n entao AX = B tem unica solugado.

(1ii) Se A e [A|B] tém mesmo posto p < n entio AX = B tem infinitas solugées. Dizemos
neste caso que a nulidade de A € o grau de liberdade de AX = B.

Exemplo 8. Para cada sistema linear abaixo, diga se ha ou nao solugao e, caso possua, se é
unica, infinitas; neste caso, calcule-as (faremos durante a aula):

2:1,’1 +4Q?2 = 2
(a) S: To = 3
) +ZL‘3 = 4

Calculemos a FERL da matriz ampliada do sistema, escalonando-a:

2 4 0]2 . 1 [2] 0[17 me~Ls—L2 [1 0 0|-5
Li—sL _

0103|2250 1 o0|3|&222a1g g 0] 3

01 1|4 0 [1] 1]4 00 1| 1




(c)

Vemos que o nimero de linhas nao nulas da FERL da matriz ampliada e da FERL da
matriz dos coeficientes (as trés primeiras colunas da ultima matriz acima) sao iguais a 3.
Ou seja,

p = posto [A|B] = posto A =3 =n.

Pelo Teorema 5(ii), o sistema S admite tnica solugao. O sistema equivalente, associado a
FERL da ampliada, é
T = =5
S/I ) = 3 s
r3 = 1

cuja solugao é X = (—5,3,1). Geometricamente, o sistema original S é a intersecao de trés
planos 2 a 2 nao paralelos.

Ty +29 +x4 = 0
S ) +21’4 =1
+l‘2 +I3 = 2

Primeiro escalonamos a matriz ampliada do sistema:

1 10 1]0 110 1]0 100 —1|-1
0 10 21| &2kt lg 10 21| 22281010 2] 1
0 [1] 1 0/2 0 01 —2/1 001 —2| 1

Vemos que o nimero de linhas nao nulas na matriz ampliada escalonada é 3, igual ao
nimero de linhas nao nulas da matriz dos coeficientes escalonada (as quatro primeiras
colunas da tltima matriz acima). Ou seja,

p = posto [A|B] = postoA =3 <4 =n.

Pelo Teorema 5(iii), o sistema S admite infinitas solu¢oes. Para encontra-las, consideramos
o sistema escalonado, proveniente da forma reduzida da matriz ampliada,

il —Xry =
S/ : i) —|—2$4 =1 s
+ZL‘3 —21‘4 = 1

cujo conjunto solugao é
(XeR | X =(—1+ay,1 -2y, 14+2x4, 24), 24 €R}.

Veja que a nulidade desse sistema é n—p = 1, o que indica que temos “1 grau de liberdade”,
isto é, podemos escolher qualquer valor para uma das varidveis (no conjunto acima, xy),
obtendo varias solugoes. Assim, x4 faz o papel de varidvel livre, enquanto as demais estao
em funcao de x4.

E interessante observar a geometria do conjunto solucao: trata-se de uma reta em R*,
passando pelo ponto (—1,1,1,0) na diregao do vetor (1,—2,2,1).

Ty +xo = 1
S 21’1 —To = 2

I —21‘2 = 0



Escalonemos a matriz ampliada do sistema:

C 1 117 1 1] 1 1 1| 17 fsrlele
9 _119 Ly—Ls—1IL4 1 9 Lo—Ly—214 0 _3 Lo—35 Lo

| [1] —2|0 | 0 —3|-1 0 [=3]] -1

(1 [1]] 1] Loz [1 0|[1] 1 00

0 1| o] 2o 1| o 222l 110

|0 0] -1 0 0] 1 0 01

Assim, as matrizes reduzidas a forma escalonada da ampliada e da matriz dos coeficientes

sao, respectivamente,

10

0 1
0 0

Essas matrizes tém posto diferente: a primeira tem posto 3, e a segunda, 2. Do Teo-

rema 5(i), concluimos que o sistema S nao possui solugao.

0 1 0
0 e 01
1 00

O

Um processo para inversao de matrizes

Sabemos do Teorema 4 que uma matriz quadrada A é inversivel se, e somente se (E; - - - E;)A =
I,, onde Eq, ..., E; s@o matrizes elementares. Neste caso,

A'=E,---E,=E,---E;L

Assim, aplicando as operacoes elementares relativas as matrizes elementares Eq, ..., E, sobre
[A|I], obtemos a sequéncia

[AT] o, [E1A|EI] 2y By [Er - EA|E, - EI) = [TJA™Y].

Em outras palavras, A é inversivel se, e somente se [A|I] é linha equivalente a uma matriz
[I|S], e neste caso A~! = S.

Exemplo 9. Calcular a inversa de cada matriz abaixo, se existir.

10 1
(a) A=| -1 2 1
020
10 1|1 007 LawteLs [ 0 0 2|1 1 —1
AlI]=| -1 2 10 1 o | 2220 1 9 100 1 -1
020[00 020[(00 1
Lo—s—Lo Lo—1/2Ly
Lol [10 =110 =1 17 Ls=1/2Ls [1 0 0]1/2 —1/2 12
L2els b2 0l0 0 1| BBl 1 0] 0 0 1/2
00 2[1 1 -1 00 1[1/2 1/2 —1/2



B 1 211 0| Lo—sLo+2r, 1 211 0
[B|I2]_[—2 —410 1} 5[0 02 1]‘

Observe que a FERL de B é a matriz [ (1) ?) ] # I, e dai B nao é inversivel.

Demonstracoes

Demonstracao do Teorema 1. Seja AX = B um sistema linear. E suficiente mostrar que cada
uma das trés operagoes elementares sobre [A|B] resulta num sistema linear CX = D com as
mesmas solugdes de AX = B. Fagamos a prova para a operacdo L; — L; + kL; (i # j);
as outras trivialmente nao alteram as solucoes do sistema linear. Supomos que ao realizar a
operagao L; — L; + kL; sobre [A|B], obtemos a matriz linha equivalente [C|D]. Comparando
os sistemas AX = B e CX = D, vemos que a unica diferenca esta na linha ¢:

® ;171 + ;T + -+ + a;px, = b; é alinha i de AX = B;

o (ai + kaji)xy + (ap + ajo)xe + - - + (@i + ajn)x, = (b; + kb;) é alinha ¢ de CX = D

Entao,
(1,...,2,) é solucdo de CX =D
(K
(an + kaji)xy + (a2 + aj0)xs + - - + (i + ajn)Tn = (b + kb;),
ap1 %1 + Qpay + - + Ay, = by, VE # 1
(i
Ai1T1 + Q%o + -+ + QinTy = b, —k ((Zjl.ilﬁl + A ;2T2 + -+ AjnTn — bj),
0
171 + gy + - -+ Qppry, = by, VE £ 0
(¥
ap1T1 + QpoXo + -+ - + QppT, = bk, vk
(i
(x1,...,2,) é solucdo de AX = B,
isto ¢, CX =D e AX = B tém as mesmas solugoes. O]

Demonstracao do Teorema 3. Deixamos a prova do resultado para as operagoes L; <+ L; e
L; — kL; para o leitor. Seja e a operacao L; — L; + kL, (i # j). Sem perda de generalidade,
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vamos supor que ¢ = 1 e 7 = 2. Assim

1 0 --- 0 11 Q12 Az - Qin
EA — 010 0 Q21 Q22 Ag3 -+  Q2p
L 000 - 1 Am1 Am2 Am3 - Omn
[ a4+ kag ang +kagy ais+kays - ap, + kag,
_ a1 a22 Q23 T Q2n — (A).
L Am1 Am2 Qm3 e Amn

Notas

O método de resolucao de sistemas lineares visto em aula é conhecido como método da
eliminacao de Gauss-Jordan. O método do escalonamento, ou método da eliminacao
de Gauss ¢ similar a eliminacao de Gauss-Jordan, mas sé zera os elementos abaixo dos pivos.

Resolver sistemas lineares numericamente é uma necessidade frequente: aparece em com-
putacao grafica, otimizacao, resolucao de equacoes diferenciais etc.

A ideia de escalonar um sistema é muito antiga, data, pelo menos, do século 18. A eli-
minacao de Gauss ou Gauss-Jordan consiste em uma maneira sistematica, implementavel em
computador, para resolucao de sistemas lineares quaisquer usando as 3 operagoes elementares
sobre linhas da matriz ampliada do sistema. As operagoes sao aplicadas de forma ordenada, de
modo que os zeros na matriz ampliada aparecam primeiro nas colunas a esquerda, depois nas
colunas a direita.

Mas, e dai?

Dai que, por incrivel que pareca, a ideia deste método resiste até hoje em pacotes compu-
tacionais modernos. Talvez o exemplo mais famoso seja a “rotina MA57”. Esta rotina é usada
em inumeros métodos computacionais de hoje em dia, e é considerada como uma espécie de
“padrao de qualidade” na resolucao de sistemas. Evidentemente, os métodos implementados
nas rotinas modernas sao versoes melhoradas daquele exposto aqui; eles envolvem, por exemplo,
técnicas “espertas” para escolha de operagoes elementares, e os chamados pré-condicionadores.

Voceé pode consultar a implementacao em Fortran da MA57 de um grande grupo de pesquisa
do Reino Unido em http://www.hsl.rl.ac.uk/catalogue/ma57.html. A descrigao do pacote
diz que ele implementa uma variante do método da eliminagao de Gauss. A ultima versao deste
pacote é de 2023, e baseia-se em um artigo cientifico de 1983. E certo que artigos cientificos
foram publicados em revistas especializadas este ano usando esta rotina. Ou seja, a ideia de
escalonar uma matriz esta presente na pesquisa de ponta até hoje.



