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Resumo

Problemas de escalonamento tém vasta aplicagao, e sao objeto de estudo entre vérios
pesquisadores. Este trabalho aborda alguns problemas resolviveis polinomialmente, bem
como algoritmos para sua resolucao. Sao apresentadas as principais caracteristicas dos
problemas considerados. Exemplos sao fornecidos. O trabalho divide-se em duas classes:

problemas com uma unica maquina e problemas com varias maquinas em paralelo.

Palavras-chave: Problemas de escalonamento, otimizacao combinatéria.
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1 Introducao

Problemas de escalonamento tém papel importante em processos da manufatura e
induastria. Ocorrem na medida em que necessita-se alocar recursos, como maquinas e
trabalhadores, a tarefas, em periodos de tempo pré determinados, almejando otimizar um

ou mais objetivos (PINEDO, 2008).

Vérias aplicagoes sdo conhecidas na literatura. Pinedo (2008) traz em seu livro uma
série de exemplos. Apesar da reconhecida importancia pela comunidade académica e da
intensa pesquisa na area, grande parte dos problemas de escalonamento permanecem de-
safiadores. Muluk, Akpolat e Xu (2003) estima que, no que tange a cadeias de produgao,
apenas 15% das aplicacoes tém sucesso esperado, seja porque os modelos sao computacio-
nalmente dificeis de resolver, seja porque as técnicas atuais de modelagem nao dao conta

de representar adequadamente a realidade do problema.

Neste trabalho apresentamos alguns problemas polinomialmente resolviveis, divididos
em duas classes: uma com tunica maquina e outra com varias delas, bem como alguns

algoritmos de resolugao e teoremas provando que tais algoritmos sao corretos.

Por fim, acreditamos que este trabalho possa ser utilizado como tépico em disciplina
a nivel de graduacao, bem como parte do estudo para uma iniciagao cientifica. Além
disso, problemas de escalonamento sao de interesse em mestrados académicos nas linhas
de pesquisa operacional e otimizacao, mas nao ¢ comum encontra-los nos curriculos dos

cursos de graduagao em matematica e engenharias.



2 Problemas de Escalonamento

De forma simplificada, um problema de escalonamento consiste em atribuir a da-
das maquinas certos trabalhos, a serem processados em determinada ordem e obedecendo
a restricoes impostas pela situacao, de forma a obter a melhor distribuigao mediante certo
critério de qualidade. Os termos “méaquina” e “trabalho” tém sentido amplo em nosso
contexto. Para exemplificar, o leitor pode entender “maquina” como um processador
de computador e “trabalho” como um fragmento de programa a ser processado por um
processador. Outro exemplo é aquele em que “méquina” é um trabalhador, e “trabalho”
uma tarefa que determinado trabalhador pode realizar. Nesse caso pode-se procurar, por
exemplo, estabelecer a distribuicao de tarefas que minimiza os atrasos na realizacao do

Servico.

Na proxima se¢ao apresentamos uma maneira conveniente de representar uma solugao
do problema (escalonamento ou “distribuigao dos trabalhos”). Nas segdes seguintes, exibi-
mos caracteristicas/restri¢goes comuns a problemas de escalonamento comumente conside-
rados na literatura, bem como os critérios de qualidade mais usados. Para uma referéncia

mais ampla, consulte (BRUCKER, 2006).

2.1 Preliminares

Suponha que m maquinas M; (j =1,...,m) tenham que processar n trabalhos J;
(i=1,...,n). Umn escalonamento é, para cada trabalho, uma alocagdo de um ou mais
intervalos de tempo em uma ou mais maquinas. Os escalonamentos serao representados
pelos graficos de Gantt, que podem ser orientados por trabalhos ou por maquinas, como

mostra a Figura 1.

E comum inserirmos a linha do tempo logo abaixo do grafico de Gantt, como na

Figura 7 na pagina 16.
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Figura 1: Gréficos de Gantt orientados (a) por méquinas e (b) por trabalhos.

2.2 Dados dos trabalhos

O trabalho J; é composto por n; operagoes O, ..., O;,,. Associado a cada operacao
Oij, ha o requerido tempo de processamento p;;. Se o trabalho J; consiste de apenas
uma operacao (n; = 1), entao identificamos J; com O;; e denotamos o tempo de proces-
samento por p;. Por vezes, especificamos um tempo de liberacgao r;, que diz quando
a primeira operagao do trabalho J; pode ser iniciada. Cada operacao O;; esta associada
a um conjunto de mAaquinas yu;; C {Mi,..., M, }, que sdo as maquinas capazes de
processar O;;. Normalmente p;; é composto por um tnico elemento ou ¢ igual ao con-
junto de todas as maquinas. No primeiro caso dizemos que as maquinas sao dedicadas,
e no segundo, que estao em paralelo. Estabelecemos uma fungao custo f;(t) que mede
o custo de completar J; no tempo t. Essas funcoes comporao a “medida de qualidade”,
ou custo do escalonamento. Associamos ainda a cada trabalho J; uma data final, ou

prazo, d; para o término de seu processamento e um peso w; > 0, ambos usados para
definir f;(t).

Geralmente, p;, pij, 75, d; e w; sao numeros inteiros. Um escalonamento é viavel se:
() dois intervalos de tempo nao se sobrepéem numa mesma maquina; (i) dois intervalos
de tempo alocados para uma mesma operagao nao se sobrepoem e se (iii) atende as
caracteristicas do problema. Um escalonamento é 6timo se minimiza a fungao de custo.

Fungoes de custo serao discutidas adiante, na segao “Critério de Otimalidade” (se¢ao 2.5).

Cada classe de problemas sera especificada por trés campos de classificacao o, 5 e 7,
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dispostos da forma

o|B]7,

onde o denomina o ambiente das méquinas, § as caracteristicas dos trabalhos e v o
critério de otimalidade. Essa notacdo é usada por Brucker (BRUCKER, 2006) e é um

padrao seguido na literatura.

Nas trés secoes seguintes nos dedicamos explicar a notacao utilizada para os termos «,
B e «. Por simplicidade, daqui para frente poderemos denotar o trabalho J; simplesmente

por 1.

2.3 Caracteristicas dos trabalhos

[ consiste de no maximo 6 elementos: 1, B2, 53, B4, B5 € Be.

f1 indica se preempcao é permitida. A preempcao de um trabalho é quando seu
processamento pode ser interrompido e retomado posteriormente, inclusive em maquinas

diferentes. Se preempcao ¢ permitida, definimos 8;=pmtn'.

[2 indica se existe relagao de precedéncia entre os trabalhos. Essas relacoes devem
ser representadas por um grafo aciclico orientado G = (V,A), onde V = {1,...,n}
corresponde ao conjunto dos trabalhos e (i, k) € A se o trabalho ¢ deve ser completado
para que se inicie o trabalho k, sendo comum escrevermos ¢ — k (veja a Figura 5, pagina
15, para um exemplo). Nesse caso, escrevemos [o=prec. Em alguns problemas, ha
restrigoes nas relagoes de precedéncia, que indicamos no termo 5. Por exemplo, o grafo
G de precedéncia pode ser uma intree, ou seja, uma arvore tal que o grau de saida em
cada vértice é no maximo 1 (fy=intree); uma outtree, ou seja, uma arvore tal que o grau
de entrada em cada vértice é no maximo 1 (fs=outtree); ou um grafo direcionado em

série-paralelo (fy=sp-graph), que é construido utilizando-se as seguintes regras:

e Grafo base: Qualquer grafo de um tnico vértice esta em série-paralelo.

e Composigao paralela: Sejam G; = (Vi,A4;) e Gy = (V, Ay) grafos em série-

paralelo. Entao o grafo G = (V; U Va, A; U As) estd em série-paralelo.

e Composigao em série: O grafo G = (V3 U V,, A; U Ay U (T x S3)) formado por
dois grafos em série-paralelo G; = (V4, A;) e Gy = (V3, Ay), adicionando todos os

arcos (t,s) onde t pertence ao conjunto 7 dos terminais de G (isto é, o conjunto

LA abreviacdio vem do termo em inglés preemption.
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dos vértices de G; sem sucessores) e s pertence ao conjunto Sy das fontes de Go

(isto é, o conjunto dos vértices de Gy sem antecessores) esta em série-paralelo.

A seguir algumas figuras para entender o que sao grafos e suas variantes:

2—>3

1/ \4/

Figura 2: Exemplo de grafo ciclico.

3

/

1 2 4

Figura 3: Exemplo de intree.

3

/

1 2 4

Figura 4: Exemplo de outtree.

Se B3=r;, entao a cada trabalho estara associado um tempo de liberagao. Caso r; = 0

para todo trabalho, entao 3 nao aparece em f[.

Se B4 ="“p; = 17 ou By =“p;; = 1”7 entao cada trabalho tem um tempo de processa-

mento unitdrio. Similarmente, pode-se ter “p;=p” ou “p;;=p”.

Se fs=d; entao uma data final para que cada trabalho seja concluido é especificada,

ou seja, existe um prazo a ser obedecido.

Em algumas aplicacoes, existem trabalhos que devem ser processados todos juntos
em uma maquina. Esses grupos de trabalhos sao denominados lotes. O problema de
loteamento consiste em agrupar os trabalhos em lotes e escalonar tais lotes. Trata-
se portanto de um problema de escalonamento onde, ao invés de escalonar os trabalhos
individualmente, escalona-se lotes de trabalhos. Dois tipos sao considerados: p-batch e
s-batch. Em p-batch (s-batch), o comprimento de um lote é igual ao maximo (a soma)

dos tempos de processamento de todos os trabalhos do lote. Em problemas de loteamento,
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definimos o parametro s que indica a distancia entre dois lotes (veja Figura 7, pagina 16,

para um exemplo). Indicamos a existéncia de lotes por Sg=p-batch ou [s=s-batch.

2.4 Ambiente das maquinas

O ambiente das maquinas é caracterizado por a = «ajas. Possiveis valores para ay
sao o, P,Q,R,G,X,0,J, F. Se a; € {0, P,Q, R}, onde o denota o simbolo vazio (a=as

se ap=0), entdo cada J; consiste de uma tunica operagao.

Se a;=o0, cada trabalho deve ser processado em uma méquina especifica (maquinas
dedicadas).

Se oy € {P,Q, R} entdao as maquinas estao em paralelo, e todas elas podem pro-
cessar todos os trabalhos. Se a;=P, todas as méaquinas tém a mesma velocidade de
processamento para todos os trabalhos (maquinas idénticas) e, sendo p;; o tempo de
processamento do trabalho ¢ na maquina M;, temos p;;=p; para todas as maquinas M;’s.
a1=Q indica que cada maquina tem sua velocidade de processamento para todos os traba-
lhos (maquinas uniformes) e calculamos p;;=p;/s;, onde s; é a velocidade da méaquina
M;. Se a;=R, cada méaquina tem sua velocidade de processamento, e esta ainda depende
do trabalho que esta sendo processado (maquinas sem relacao). Aqui, p;j=p;/s;;, onde

si; ¢ a velocidade de processamento do trabalho 7 na maquina M;.

Se oy € {G,X,0, J, F}, temos um modelo multi operagoes, onde existe, associado a
cada trabalho J;, um conjunto de operagoes O, ..., O;,, e onde todas as maquinas sao
dedicadas, ou seja, todos os p;; sao conjuntos de um elemento. O modelo geral, onde
existem relacoes de precedéncia entre operacoes arbitrarias, é chamado general shop, e
indicamos por a; = G. Os outros modelos sao casos especiais do general shop. Em um
job shop, indicado por a; = J, as relacoes de precedéncia sao, para cada trabalho J;,
da forma

Oil %012%013 — —)Ozm

Geralmente assumimos que f;; # ftij+1, para j = 1,...,n; — 1. Um modelo job shop
onde ¢é possivel p;; = p; 41 € chamado job shop with machine repetition. Indicado
por a; = F', o flow shop é um caso especial do job shop, onde se tem n; = m, para
i=1,...,neainda pu;; = {M;} parai=1,...,nej=1,...,m. Indicado por oy = O, o
open shop é definido de maneira similar ao flow shop, se diferenciando pelo fato de nao
haver relagoes de precedéncia entre operacoes. Um mixed shop é uma combinagao de

um job shop com um open shop e ¢é indicado por a; = X. Cabe ressaltar que os problemas
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multi operagoes nao sao tratados neste trabalho. Para uma referéncia completa, consulte

(BRUCKER, 2006).

ay denota o numero de maquinas do problema (as=1,2,3,...). Se o numero de

maquinas é arbitrario, definimos as=o0.

2.5 Critério de Otimalidade

Denotemos o tempo de completacao do trabalho i por Cj, e seu custo associado
por fi(C;). A fim de medir a qualidade de um escalonamento viavel C, consideramos dois

tipos genéricos de fungoes custo-total:

Jmax(C) := max{f;(C;);i =1,...,n}

S HEC) =Y H(E)

chamadas fungao gargalo e fungao soma, respectivamente. Nosso objetivo sempre
serd minimizar a funcao custo-total. Passemos agora a discutir escolhas especificas para

o custo do trabalho 7.

A escolha mais natural para o custo associado ao trabalho i é seu proprio tempo de
completacdo, ou seja, f;(C;) = C;. Outras fungoes f;(C;) comuns, que dependem dos

prazos de conclusao d;, sao listadas a seguir.

L= C;—d; lateness
T, := max {0,C; — d;} tardiness
E; := max {0,d; — C;} earliness
0  seC; <d; .- s
U, = penalizacao unitaria
1 caso contrario

Observe que lateness e tardiness sao parecidas. A diferenca é que a primeira penaliza
o custo total quando o trabalho j ¢ finalizado apds o seu prazo de conclusao d; e favorece
quando é finalizado antes, enquanto o segundo s6 ha a penalizagao (lembre-se que que-
remos minimizar o custo total). FEarliness penaliza o custo total se algum trabalho for
finalizado antes do seu prazo, e nao contribui caso seja finalizado tardiamente. Observe
ainda que, nos trés primeiros casos, a penalizagao é feita proporcionalmente a distancia
da data de finalizacao para o prazo de conclusao, enquanto que na penalizacao unitaria,

como o nome sugere, ha uma penalizagao caso o trabalho seja finalizado apds seu prazo
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em uma unidade, nao importando o quanto de atraso ocorra. Em uma analogia pratica, o
leitor pode pensar na diferenca entre multa didria no atraso do pagamento de uma conta

e multa aplicada de uma sé vez.

Para cada uma das escolhas G; = L;, T;, E;, U;, lembrando que essas sao apensa exem-
plos e que existem outras, temos quatro possiveis objetivos, representados pelo parametro

de classificacao 7:

v =maxG;, v =maxw;G,, ’Y:ZGi e WZZwiGi-

Em particular, trés fungdes custo-total relativas a escolha f;(C;) = C; sado de especial

interesse:

o Chox :=max {C;;i=1,...,n} (makespan);

C; (fluxo total de tempo);

n
i=1

e > w;C; (fluxo total de tempo ponderado).
i=1

2.6 Exemplos

Exemplo 2.6.1. P | prec; p; = 1 | Cpax ¢ 0 problema de escalonar trabalhos com
tempo de processamento unitario e certas relacoes de precedéncia, dadas por um grafo

orientado, em m maquinas idénticas, onde o makespan é minimizado.

Como ilustracao, considere o problema em que queremos escalonar, em 2 méaquinas,

7 trabalhos com relacoes de precedéncia dadas pelo seguinte grafo orientado:

2—>5

1/ \4 7
pWanvd

Figura 5: Relagoes de precedéncia para o Exemplo 2.6.1.

Mesmo nao havendo tempos de liberagao especificados, ou seja, todos os trabalhos
podendo ser iniciados no tempo ¢t = 0, devemos ter cuidado com as relacoes de precedéncia,

pois 86 é permitido executar um trabalho apds seus antecessores serem completados. Por
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exemplo, s6 podemos iniciar o trabalho 2 apds 1 ser completado, ja que 1 precede 2
(1 — 2). Da mesma forma, 4 sé pode ser iniciado apés 2 ser completado pois 2 — 4.
Assim, 4 depende de 1 e 2. A figura a seguir mostra dois escalonamentos viaveis, um deles

6timo, ou seja, que minimiza o makespan.

M, 3 5
M. 1 2 4 6 7

(a)

M, 3 5 7
" (v)

| 1 2 6 4

Figura 6: Escalonamentos (a) vidvel e (b) 6timo para P | prec; p; = 1 | Crqe.

]

Exemplo 2.6.2. 1 | s-batch | Y w;C; é o problema de dividir um conjunto de trabalhos
em lotes e escalonar esses lotes em uma tinica maquina de modo a minimizar o fluxo total
de tempo ponderado. O tempo de processamento de cada lote é igual a soma dos tempos

de processamento de cada trabalho nesse lote. Sao dados do problema, além de s =1,

i1 2 3 45 6
» 13 2 2 3 11
w, |1 2 1 1 4 4

Dividindo os trabalhos em 3 lotes, digamos {2}, {1,3,5} e {4,6}, um escalonamento

vigvel é

Figura 7: Escalonamento vidvel para 1 | s-batch | > w;C;.

De acordo com a tabela de dados, o custo total para esse escalonamento é

Y wiCi=2:3 +(1+1+4)-10+(144)-15 = 141.

TV TV
lote {2} lote {1,3,5} lote {4,6}

Observe que modificar a ordem dos trabalhos dentro de cada lote nao altera o custo

total. No entanto, se mudarmos a ordem dos lotes, digamos para {1,3,5}, {2} e {4,6}, o
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custo total diminui para
D wiCi=(1+1+4)-742-10+ (1+4)-15 =137,
lote {1,3,5} lote {2} lote {4,6}
o que mostra que o escalonamento da Figura 7 nao é 6timo para 3 lotes. O



3 Problemas de escalonamento em
uma maquina

Neste capitulo serao apresentados alguns algoritmos para problemas de escalonamento
em uma unica maquina, em casos onde a complexidade de resolugao é polinomial. Para
uma visao mais completa do assunto, consulte (BRUCKER, 2006; PINEDO, 2008). Alerta-
mos o leitor que a nomenclatura e termos introduzidos no Capitulo 2 referentes a classi-

ficacao dos problemas e parametros serao largamente utilizados.

Um fato geral, e 1util, sobre problemas em tnica méaquina é o seguinte: é intuitivo
pensar que para problemas com uma unica maquina, se tivermos r; = 0 para todo trabalho
j, e se a funcao custo total for nao decrescente no tempo de completacao dos trabalhos,
entao podemos descartar escalonamentos com preempg¢ao ou com tempos ociosos. A
Figura 8(a) exibe um escalonamento com tempo ocioso. Note que podemos deslocar os
trabalhos para a esquerda, eliminando o tempo ocioso (Figura 8(b)) pois todos os trabalhos
podem ser iniciados ja no tempo t = 0, e a funcao custo total, sendo nao decrescente nos
tempos de completacao, nao aumenta. Ou seja, o escalonamento sem tempo ocioso nao é

pior que o anterior.

1 2 3 (a)

1 | 2 3 (b)

Figura 8: Escalonamentos (a) com e (b) sem tempo ocioso.

Na Figura 9 rearranjamos os trabalhos no escalonamento com preempcao de forma
que nenhuma interrupgao é mais necessaria. Isso nao piora a funcao custo total visto que

o tempo de completacao dos trabalhos 1 e 3 nao muda, e o de 2 diminui.

18
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1] 2 (1] 3 (a)

2 1|1 3 (b)

Figura 9: Escalonamentos (a) com e (b) sem preempcao.

Deslocar trabalhos pode gerar inviabilidade se algum 7; > 0. Se por exemplo 75 > 0,
o escalonamento da Figura 9(b) nao seria vidvel. No entanto, contornamos tal dificuldade
trocando 1 e 2 de posicao, gerando o escalonamento viavel, e sem preempgao, da Figura
10.

Figura 10: Escalonamento sem preempgao respeitando ry # 0.

Continuando com esse procedimento, obtemos uma solugao 6tima para o problema

preemptivo onde nao é necessario ter, de fato, algum trabalho com preempcao.

Nas segbes seguintes, apresentaremos algoritmos (polinomiais) para certos problemas.

Provas de corretude serao fornecidas e em alguns casos, exemplos serao discutidos.

3.1 Critério Minimax

Os problemas dessa secao sao aqueles onde a fungao custo total é da forma
n
Jmax = 1§1:alx fj(Cj)

e as funcoes f; sao nao decrescentes no tempo de completacao. O termo “minimax” vem

do fato de estarmos minimizando uma funcao definida pelo méximo das f;’s.

3.1.1 Algoritmo de Lawler para 1 | prec | fimax

Para resolver tal problema, é suficiente construir uma permutagao Otima 7
7m(1),7(2),...,m(n), onde 7(7) denota o trabalho na posigao i, j4 que podemos desconsi-
derar preempcao e ociosidade, de acordo com observacao do inicio do Capitulo. Lawler
(LAWER, 1973) desenvolveu um algoritmo simples que constrdi essa sequéncia em ordem

reversa, que apresentamos a seguir.
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Seja N = {1,...,n} o conjunto de todos os trabalhos e S C N o conjunto dos traba-
lhos nao escalonados. Além disso definamos p(S) = > jes Dj, 0 tempo de processamento
dos trabalhos nao escalonados. A regra de escalonamento é reformulada como segue:
escalone um trabalho j € S que nao tenha sucessor em S e tenha valor minimo para

fi(p(S)), até que S fique vazio.

Para dar uma descrigdo mais precisa do algoritmo, representamos as restrigoes de
precedéncia pela matriz (bindria) de adjacéncia A = (a;;), onde a;; = 1 se, e somente
se, j ¢ sucessor direto de i. O nimero de sucessores diretos de i serd denotado por n(i).
Cabe ressaltar que na linha 7 do algoritmo, o oo é para denotar que n(j) recebe valor

suficientemente grande, visto que pode variar de problema para problema.

Algoritmo 1 : 1 | prec | fmax

1: Parai =1 até n faga n(i) := > a;;;
j=1

2. S:=A{l,...,n}; p:=> p;
j=1
3: Para k =n até 1 faga

4: Inicio

5: Encontre um trabalho j € S com n(j) = 0 e valor minimo para f;(p);
6:  S:=5-{jk

. n(j) = o0

8: (k) = j;

9: D =P — Dy

10: Para i =1 até n faga

11: Se a;; = 1 entao n(i) :=n(i) — 1;

12: Fim

Teorema 3.1.1. O algoritmo 1 | prec | fmax constrdi uma sequéncia étima.

Demonstracdo. Enumere os trabalhos de forma que 1,2,...,n é a sequéncia construida
pelo algoritmo. Suponhamos que esta sequéncia nao seja 6tima. Tomemos assim o :
o(1),...,0(n) uma sequéncia 6tima tal que o(i) =i parai=n,n—1,...,reo(r—1) #

r — 1 onde r é minimo com esta propriedade. Temos a seguinte situagao:

ol ---\r—1 k |--- ,] r l---im—1 n

Pela sequéncia gerada pelo algoritmo, temos que r» — 1 nao tem sucessor no conjunto

{1,...,r — 1} (a sequéncia construida estd ordenada) e, pela sequéncia 6tima o, temos
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que j nao tem sucessor nesse mesmo conjunto. O algoritmo escolhe um trabalho que tiver

menor valor f;(p) e, como j < r — 1, temos
r—1
fra(p) < f5(p), ondep=> p;.
i=1

Na sequéncia étima o, trocamos de posicao r — 1 com o bloco entre r—1 e r. O tempo
de completacao de r — 1 sera p e o dos trabalhos 7 entre r — 1 e r passarao a ser C; — p,_1.

Temos ainda
fi(Ci —pr—1) < fil C),

ja que as f;’s sao funcgoes nao decrescente. Concluimos entao que hd um escalonamento
também 6timo, mas que contraria a minimalidade de r, pois r — 1 ¢é escalonado imediata-

mente antes de r. Logo a sequéncia construida pelo algoritmo ¢ 6tima. O]

3.1.2 1| prec; pmtn; r; | fmax

O primeiro passo para resolver esse problema é modificar os tempos de liberagao r;.
Se i — j (j é sucessor de i) e r; + p; > rj, entdo o trabalho j nao pode iniciar antes de

’]”/A =

7 = r;+pi. Nesse caso, trocamos r; por 7"3. Os tempos de inicializacao sao modificados de

maneira sistematica, seguindo o seguinte algoritmo. Assumiremos aqui que os trabalhos
sao enumerados topologicamente, ou seja, para todos os trabalhos 4,5 com i — j, temos

1< 7.

Algoritmo 2 : Modificar r;

1: Para:=1 até n — 1 faga
2: Para j =i+ 1 até n faca

3: Se i — j entdo r; := max{r;,r; + pi};

Note que se os tempos de processamento sao todos positivos, entao

/ / . .
r;>T se 1]

Assim, se escalonarmos os trabalhos em ordem nao decrescente dos tempos de li-
beragao r}, e respeitando os respectivos tempos de liberagao, sempre teremos um escalona-
mento viavel. Tal escalonamento contera varios blocos, conjuntos maximais de trabalhos
que processados em sequéncia, sem tempos ociosos. O algoritmo a seguir constroi esses
blocos. Assumimos que todos os tempos de liberacao estao modificados pelo Algoritmo
2.
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Algoritmo 3 : Blocos(1,2,...,n)
=1 j:=1;

2: Enquanto i < n faga
3: Inicio

4 t:=r; Bj =10

5: Enquanto r; <t e i <n faga
6: Inicio

7 B; := B; U{i};
8: t: =14 p;

9: C; =t

10: =1+ 1

11: Fim

12: J=7+1

13: Fim

Os valores C; calculados pelo algoritmo definem os tempos de completacao dos traba-
lhos em um escalonamento sem preempcao, pois C; é definido somando p; ao tempo atual
(linhas 8 e 9). Para cada bloco Bj;, definimos

Sj = minr;
1€B;
p(B;)) = Zpi

1€B;

t]’ = t(B]> = Sj —l—p(B])
onde s; e t; sao os tempos de inicio e término de B;, respectivamente.

A discussao até aqui é valida para escalonamentos sem preempcao e trabalhos com

tempos de processamento arbitrarios. Vamos agora ao problema que ¢ de nosso interesse,

1 | prec; pmtn; 7 | fmax-

Lema 3.1.1. Para o problema 1 | prec; pmtn; r; | fmax, existe um escalonamento
dtimo tal que os intervalos [s;,t;], j =1,2,...,k, construidos pelo algoritmo “Blocos” sao

completamente ocupados por trabalhos.

Demonstragao. Considere um escalonamento 6timo 7 com a propriedade de que [s,t] é
um tempo ocioso contido em um intervalo [s;, t;]. Mais ainda, assumamos que este seja o
primeiro intervalo com tal propriedade. Afirmamos que no escalonamento 7wg construido

pelo algoritmo “Blocos” existe um trabalho ¢ com r; < s que termina depois de s.
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De fato, se nao existir, seja T" o conjunto dos trabalhos que tém partes processadas

em tempos posteriores a s, relativos a mg. Temos assim
r=min{rg;d € T} > s.

Logo nenhum trabalho em 7" pode iniciar em [s,r), ou seja, [s,r] C [s;, ;] é um intervalo

ocioso em 7g, um absurdo.

Assim, no escalonamento 7 movemos o trabalho ¢, ou parte dele, para [s,t]. Como
[s,t] é o primeiro intervalo ocioso, 0 movimento é sempre para a esquerda, e a fungao custo
total nao piora, visto que C; nao aumenta e f; é nao decrescente. Ou seja, o escalonamento
obtido permanece 6timo. Se o intervalo [s;,¢;] ainda contiver espacos vazios, repetimos o

processo. Em finitos passos obtemos um escalonamento com a propriedade requerida. [

Seja B um bloco. Denotando por f*

trabalhos do bloco B, temos f (B —{j}) < f..(B) para todo j em B, e entao

B) = max f;(C;) o valor 6timo para os
(B) B f]( J p

Fmaa(B) 2 max { £, (B — {j})}- (3.1)

Mais ainda,
fi(t(B)) = min{ f;(¢(B));j € B sem sucessores em B} < f» (B) (3.2)
pois em um escalonamento 6timo, um trabalho & € B sem sucessores em B ¢é finalizado
no tempo t(B).

Um escalonamento é entao construido como segue. Resolvemos o problema para o
conjunto de trabalhos B — {l}. A solugdo 6tima para este problema também tem uma
estrutura de blocos correspondente. Similarmente a prova do Lema 3.1.1, pode-se mostrar
que o trabalho [ pode ser escalonado em algum intervalo de tempo ocioso dessa estrutura

de blocos gerando assim um escalonamento cujo valor objetivo é no maximo

max{fr. (B —{l}), i(t(B))} < frax(B),

que € o valor étimo para B (ver (3.1) e (3.2)).

Agora estamos prontos para formular um procedimento para resolver o problema

proposto, 1 | prec; pmtn; 7; | fimax-
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Algoritmo 4 : 1 | prec; pmtn; r; | fimax
L S:={1,...,n};
2: fr .= Decompor(9S);

“Decompor” é um procedimento recursivo que retorna o valor 6timo fi.. para o

problema com o conjunto de trabalhos S # ().

Algoritmo 5 : Decompor(S)

1: Se S = () entao retorne —oo;
2: Se S = {i} entao retorne f;(r; + p;);

3: Caso contrario

4: Inicio

5: Chame “Blocos(5)”;

6: f = —o0;

7: Para todo bloco B faca

8: Inicio

9: Encontre [ com f;(t(B)) = min{ f;(¢(B));j € B e nao tem sucessor em B};

10: h := Decompor(B — {l});

11: f=max{f,h, fi(t(B))};
12: Fim

13: Retorne f;

14: Fim

Para entendermos melhor o algoritmo “decompor”, vejamos um exemplo.

Exemplo 3.1.2. Considere um problema com n = 5, fungdes-custo dadas por f;(C) =

C — d;, e relagoes de precedéncia dadas pela figura

9) 4

7
| N

Figura 11: Relagoes de precedéncia do Exemplo 3.1.2.

5
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Considere ainda os seguintes dados

i1 23 4 5
pi2 3 4 1 2
|0 2 6 6 6
|4 5 3 7 6
10 2 6 10 10

onde a tltima linha contém os tempos de liberacao modificados pelo Algoritmo 2. A

aplicacao Blocos{1,...,5} gera

1| 2 3 4|5

Figura 12: Blocos {1,2} e {3,4,5}.

Denotaremos por B; o bloco {1,2}, por B o bloco {3,4,5} e por Bs o bloco {3,5}, que

aparece na decomposicao do bloco By no Algoritmo 4, cuja aplicacao resulta nos passos

a seguir.
e Para B;
vV f=—-0
vV i=2

V fot(By) =t(B1) —de=5-5=0
v Decompor(B; — {2}) = h=filri+p1)=rm+p—d=0+2—-4=-2
v f=max{—00,-2,0} =0
e Para B,
[ Jalt(B2) =13 -7 =6 }:124
J(t(B2) =13 =6 =7
v Decompor({3,5})
v f=-
v i=5
V fs(t(B3)=12-6=6=1=5
v' Decompor(B; —{5}) = h = fs(rs+ps) =rs+ps—ds=6+4—-3=7
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v f= max{—o00,7,6} =7
v f:=max{f, 1, fa(t(Bs))} = max{0,7,6} = 7.

Para o escalonamento da Figura 12, temos:

Jmax = mlax{fz(cz)}
= max{fi(C1), f2(C2), f3(C3), f4(C4), f5(C5)}
— max{2—4,5-5,10—3,11 — 7,13 — 6}
= max{—2,0,7,4,7} =7

Como o valor objetivo é o mesmo que o valor retornado pelo algoritmo “Decompor”,

entao temos, na Figura 12, um escalonamento étimo. O

3.2 Maximo Lateness

Existem muitos problemas os quais ainda nao sao conhecidos nenhum algoritmo de
resolucao que os resolva em tempo polinomial. Tais problemas sao reunidos em um grupo
chamado N'P-dificil. Um exemplo desses problemas é 0 1 | 7j | Lmax (BRUCKER, 2006),
mas apesar de pertencer a esse grupo, existem casos especiais dele que sao resolviveis

polinomialmente. Dentre eles, podemos citar os casos em que

(a) todos os trabalhos tém mesmo tempo de liberacdo, ou seja, r; = r para todo j =
1,...,n. Neste caso, conseguimos um escalonamento 6timo aplicando a regra de

escalonamento de Jackson:

Escalone trabalhos em ordem nao decrescente das datas finais (prazos).

(b) todos os trabalhos tém mesmo prazo de completagao, ou seja, d; = d para todo
7 = 1,...,n. Neste caso, um escalonamento 6timo é obtido aplicando a seguinte
regra:

Escalone trabalhos em ordem nao decrescente dos tempos de liberacao.

Essas regras fornecem diretamente algoritmos polinomiais que resolvem o problema
nos casos especificados, e por isso nao serao descritos. Agora, vamos provar que as regras

apresentadas realmente funcionam.

(a): Suponha que em um escalonamento étimo, i venha antes de j com d; > d;. Podemos

supor sem perda de generalidade que ¢ e j sao consecutivos. De fato, se nao fossem, dado
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k entre ¢ e j, temos dp > d; ou di < d;. No primeiro caso, k e ¢ violam a regra. No
segundo caso, k e j violam a regra. Repetindo esse argumento, conseguimos trabalhos

consecutivos que violam a regra.

Trocamos i e j de posigao obtendo novos L e L;-. Note que os outros L;’s permanecem

inalterados.

Figura 13: Regras para minimizagao do Méximo Lateness: troca de ¢ com j.

Temos

Ly=Cj—dj <Cj—dj=Lj < Ly €

Li=Ci—di=Ci+p;—d
=Ci+(C;—Cy) —di =Cj—d;
<Cj—dj=L; < Lyas

e logo o novo escalonamento é 6timo.

b): Suponha que em um escalonamento 6timo, ¢ venha antes de j com r; > r;. Sem
) J

perda de generalidade supomos que ¢ e j sao consecutivos. Se nao fosse, dado k entre i e

j, temos ry > r; ou 1 < r;. No primeiro caso, k e ¢ violam a regra. No segundo caso, k e

7. Repetindo esse argumento, conseguimos trabalhos consecutivos que violam a regra.

Note que aqui, os tempos de liberacao estao modificados e dai 7 /4 j visto que r; > r;.
Logo podemos trocar i e j de posigao, obtendo novos L; e L’ e permanecendo os outros
L;’s inalterados. Temos

L;:C’]’—dSC’j—d:ngLmaxe
Li=C/—d=Cj—d=Lj < Ly

e 0 novo escalonamento é 6timo.

3.3 Fluxo Total de Tempo Ponderado

Nesta se¢ao, resolveremos os problemas 1 | outtree | Y w,;Cj e 1 | intree | Y w;C}.
Temos que escalonar trabalhos com tempos de processamento arbitrarios em uma maquina

de modo que a soma ponderada dos tempos de completacao seja minimizada. Precedéncias
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sao dadas por uma arvore. Inicialmente, assumiremos que essa arvore é uma outtree (cada
n6 da arvore tem no maximo 1 antecessor). Para cada trabalho ¢ = 1,...,n definimos
¢; = w;/p; e S(i) igual ao conjunto dos sucessores, nao necessariamente imediatos, de i,

incluindo 7. Analogamente, para um conjunto de trabalhos I C {1,...,n} definimos

o) =w(D)/p(I), onde w(l)=3w, e pI)=3 p.

Evidentemente, w; = w(i) := w({i}), p; = p(¢) := p({i}) e ¢; = q(i) := q({:}).

Dois subconjuntos I, J C {1,...,n} sdo paralelos (I ~ J) se, paratodoi € I,j € J,
¢ nao € sucessor de j e vice-versa. Os conjuntos paralelos devem ser disjuntos. Denotamos

os casos {i} ~ {j} e {i} ~ J simplesmente por i ~ j e i ~ J, respectivamente.

Um exemplo de subconjuntos paralelos de nés, é o grafo da Figura 11, pagina 24,

onde {1,2} e {3,4,5} sdo tais subconjuntos.
Nas discussoes seguintes, um escalonamento serd representado por uma sequéncia 7.

Lema 3.3.1. Sejam m uma sequéncia o6tima e I,J dois blocos de m de modo que I é
processado imediatamente antes de J. Seja ' a sequéncia que se obtém de w trocando I

com J de posicao. Assim

(a) I ~J=q(l)>q(J);

(b) Sel~Jeq(l)=q(J), entao " é também dtima.

Demonstragao. (a) Primeiramente, a sequéncia 7’ é vidvel pois, como I ~ J, ndao héa
quebra de precedéncia ao trocarmos I e J de posi¢ao, e também nao ha tempos de
liberagao para os trabalhos (todos podem ser processados a partir do tempo ¢ = 0).
Denote por f a funcao objetivo > w,;C;. Temos f(m) < f(n’) pois a sequéncia 7 é dtima.
O tempo de completagdo C’'(k) de um trabalho k € I em 7’ é C(k) + p(J) devido ao
deslocamento do bloco I em p(.J) unidades de tempo para direita. Da mesma forma,

C'(k)=C(k)—p(I),V k€ J. Assim

0<f(r)—fm=| D wk)C'k) |+ (Zw(/f)C’(k)> + <Zw(/~f)0’(/€)>

ke{l,...,n} kel keJ

k¢l,J

S wwen —(zw<k>c<k>)—(zw<k>c<k>)
ke{l,...,n} kel keJ

k¢l,J
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=> wk)p(J) = > w(k)p(l)

kel keJ
=w()p(J) —w(J)p(I)
w(p(J) —w()p(I)  w(d) w(J)

(b) Se q(I) = q(J) entao w(I)p(J) = w(J)p(I) e, pelas contas do item anterior, temos

f(m) = f(x). Logo 7’ é sequéncia étima. O

Teorema 3.3.1. Sejam i, j trabalhos com i — j e q; = max{qy; k € S(i)}. Entao existe

um escalonamento otimo no qual i é processado imediatamente antes de j.

Demonstracao. Seja m uma sequéncia étima com a propriedade de que o nimero [ de
trabalhos escalonados entre i e j seja minimo. Assuma por absurdo que [ > 0. Temos a

seguinte situacao:

Lembrando que S(i) é o conjunto dos sucessores de i, incluindo ¢, por hipdtese temos

i,j € S(i). Para k entre i e j, consideremos dois casos:

Caso 1: k € S(i). Estamos tratando o caso em que as precedéncias sao dadas por
uma outtree e como ¢ — j, nao pode ser k — j, pois se fosse, j teria dois antecessores.
Claramente nao pode ser j — k, pois na sequéncia étima 7, k é escalonado antes de j.

Assim, temos k ~ j e pelo lema anterior, ¢, > g;.

Como ¢; = max{qy; k € S(i)}, temos que ¢; > qx e logo ¢; = q;. Novamente pelo
lema anterior, podemos trocar j com k e ainda ter uma sequéncia étima, o que contradiz

a minimalidade de (.

Caso 2: k ¢ S(i). Seja h o ultimo trabalho pertencente a S(i) que ¢é escalonado antes
de 7. Assim, para todo r pertencente ao conjunto K dos trabalhos que sao escalonados

entre h e j, temos r ¢ S(7).

Nesse momento temos a seguinte ordem de trabalhos:

i h r k| j
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Como as relagoes de precedéncia formam uma outtree e i@ — j, segue que todo
antecessor nao imediato de 7 é também de 7, exceto o préprio 4, pois caso contrario j
teria dois ou mais antecessores imediatos. Assim, todo r € K nao pode ser antecessor de
j pois, se fosse, r seria antecessor de ¢ e nao poderia ser escalonado depois de ¢, sendo

7 uma sequéncia 6tima. Como também r ¢ S(i), temos K ~ j e pelo lema anterior
9(K) = g;.

Por termos h € S(i), h ndo é antecessor de qualquer trabalho r € K, pois se fosse, r
pertenceria a S(i). Visto que todo r é escalonado depois de h, ndo pode ser antecessor de

h. Dessa forma, h ~ K, o que implica, pelo lema anterior
4 = q(K) = g;.
Como ¢; = max{qx; k € S(i)}, segue que

qj = qn-

Desta forma, ¢; = g, e entdo g; = ¢(K). Pelo lema anterior, podemos trocar j com o

bloco K e ainda assim teremos uma sequencia 6tima, contradizendo a minimalidade de [.

Concluimos assim que deve ser [ = 0, ou seja, entre ¢ e j nao ha trabalhos escalonados.
m

As condigoes do teorema anterior sao satisfeitas se escolhermos um trabalho 7, di-
ferente da raiz, com méximo valor ¢;. Como existe uma sequéncia 6tima em que ¢ ¢
escalonado imediatamente antes de 7, unimos os nés ¢ e j e fazemos dos filhos de 7, filhos
adicionais de 7. O novo né i, que representa a sequéncia ; : 4, j, terd q(i) = ¢(J;), onde
J; = {i,j}. Este processo de juncao dos trabalhos é aplicado recursivamente. Exibiremos

adiante um algoritmo para realizar tal tarefa. Antes, precisaremos de algumas notacoes:

e (1) denotard o tltimo trabalho de 7;;

e P(i) denotard inicialmente o antecessor de i com respeito a relagao de precedéncia, e
finalmente, quando todas as juncoes tiverem sido realizadas, com respeito a solucao
6tima obtida. Assim, os P(i)’s dirdo ao fim como obtermos a sequéncia Gtima

calculada.

Assumimos que i = 1 é a raiz da arvore, ou seja, o inico né que nao possui antecessores.
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Algoritmo 6 : 1 | outtree | ) w,;C;

L w(l) == —o0;

2: Para i =1 até n facga
3: Inicio

4: E(i) :=1;

5: J; = {i};

6 qli) = w(i)/p(i)
7: Fim

8 L:={1,...,n};

9:

Enquanto L # {1} faga

10: Inicio

11: Encontre j € L com maior valor ¢(j);
122 f:=P(j);
13: Encontre ¢ tal que f € J;;

14: w(t) :==w(i) +w(j);
15 p(i) := p(i) + p(j);
16: q(i) = w(z)/p(i);
7 PG) = B,

18 E(i) = E(j);
19: Ji = J; U Jj;
20: L:=L—-{j};
21: Fim

E
E

Inicialmente, definimos w(1) = —oo para evitar a escolha da raiz na linha 11. De fato,
ela nao pode ser escolhida pois nao possui antecessor, o que inviabilizaria a execucao da

linha 12.

A sequéncia étima 7* é construida usando E(1) e o vetor P(i). Isso é feito da direita
para a esquerda: j := E(1) é o ultimo trabalho em 7*, P(j) é o antecessor de j, etc. A

Figura 14 a seguir mostra como o algoritmo funciona.
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w(l) = —o0; (1) =3; ¢(1) = —o0

623/\1/\414
N R

10;2;5 7 6:3;2
3153

—o0; 4; —o0

1,4,2,5

16:4 4/ \ 61/\’17/\]3
1:5:1/5 33 632 L5515
/ \. :

(b)

313 6;3;2
—o0; 17, —o0

1,4,2,5,6,7,3

(d)

Figura 14: Aplicagao do algoritmo no grafo inicial (a); as duas primeiras jungoes (b); a

terceira (c); e finalmente o término do algoritmo (d).

Observando a figura, vemos que no ultimo passo, quando o algoritmo encerra seu
procedimento, temos E(1) = 3 e assim, a sequéncia é construida a partir de P(3), que no
exemplo é 7. Na sequéncia, P(7) =6, P(6) =5, P(5) =2, P(2) =4 e P(4) = 1, gerando

o escalonamento 1,4,2,5,6,7,3.
A seguir provamos que, apds o término, a sequéncia w obtida pelo algoritmo é étima.

Teorema 3.3.2. O Algoritmo 1 | outtree | > w;C; gera uma sequéncia étima.

Demonstracao. Usaremos inducao sobre o nuimero de trabalhos.

Claramente, o algoritmo estd correto para um tnico trabalho: ao fim teremos somente
E(1) definido, que forma a sequéncia 6tima. Seja P um problema com n trabalhos e
suponha que o algoritmo esteja correto para problemas com n — 1 trabalhos. Assuma
que i, j sejam os primeiros trabalhos a serem unidos pelo algoritmo e seja P’ o problema

resultante com n — 1 trabalhos, onde i é substituido por J; = {i,j} (nessa ordem) com
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w(J;) = w(i) +w(j) e p(Ji) = p(i) + p(j)-

Sejam R o conjunto das sequéncias da forma
m:m(l),...,7(l), i, j, 7(l+3),...,7(n)
e R’ o conjunto das sequéncias da forma
7 m(l),...,7(l), J;, ©(l+3),...,7(n),

onde J; = {i,j} (i = 7). Ou seja, R’ contém as mesmas sequéncias de R, mas com 0s

trabalhos ¢ e 7 juntados.

O par (7,7) juntado pelo algoritmo satisfaz ¢; = max{q;;k € S(¢)} (linhas 11 a 13)
e logo pelo Teorema 3.3.1, existe uma sequéncia 6tima em R. Seja 7’ € R’ construido
pelo algoritmo. Pela hipétese de inducao, 7’ é 6timo para P’ pois é uma sequéncia de
n — 1 trabalhos construida pelo algoritmo. Mostremos que 7 € R relacionado a este 7’ é
6timo para o problema P de n trabalhos. Suponha por absurdo que 7™ € R seja tal que
fn(T) < fu(m). Podemos tomar 7 pois ¢ sabido que existe uma sequéncia étima em R.

Temos

0> f(m) = f(x)
= Z wkﬁk + wiﬁi + wjaj - Z wkC'k - wZCZ» - ijj + (wzp(j) - wipj)

k4,5 k#i,j

= Z wkUk + (’LUl + wj)Uj — Z wiCl, — (wl + U}J')Cj
k#i,j k#i,j

= Z wkék + w(JZ)UJ - Z wyCr — w(Jz>CJ
k+#i,j k#i,5

= fo1(T) = foa(7)

Contrariando a otimalidade de 7’ para P’, com n — 1 trabalhos. Assim, a sequéncia 6tima
para o problema P, com n trabalhos, é obtida desmembrando o trabalho J; em i e j, ou

seja, a sequencia . O

Por fim, para resolver um problema P do tipo 1 | intree | > w;C}, reduzimos P a

um problema P’ do tipo 1 | outtree | > w;C; da seguinte forma:

e i é sucessor de j em P’ <= j é sucessor de i em P

!/ -
o w;=—wj;, j=1,...,n
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A sequéncia 7 : 1,...,n é vidvel para P se e somente se 7’ : n,...,1 é viavel para P’,

ja que i — j em P implica j — ¢ em P’. Temos ainda

P = i(—w»(;pj) - i(—wa(;pj) - pr
- —gwx;m éwi(gpj) —iz:wxgpj) -3
= (T - Lm(En) - e
_ 1) —izf;wz(;pj) —iz;wipi

n n n
Observe que a parcela » wi( > pj) + > w;p; ndo depende da sequéncia 7 escolhida.
=1 j=1 i=1
Isto se deve ao fato de os valores w; nao mudarem de acordo com o tempo de completacao

n

do trabalho i e também pelo fato de > p; ser um valor fixo, que é a soma dos tempos de
j=1

completacao de todos os trabalhos. Assim, uma sequéncia 7 para P é étima se e somente

se a funcao reversa 7’ é 6tima para P’.



4 Problemas de escalonamento em
maquinas paralelas

Neste capitulo, discutiremos problemas de escalonamento em maquinas paralelas,
resumindo-se aos casos com maquinas idénticas (veja segao 2.4 para definicao). Nessa
classe de problemas, o Unico problema nao preemptivo com tempos de processamento
arbitrarios que pode ser resolvido polinomialmente, até onde se sabe, é o P||>_ C; (BRUC-
KER, 2006). Por esse motivo, nos restringiremos aos casos com preempg¢ao ou tempos de

processamento unitarios.

4.1 P | pmtn; r; | Lyax

Associado a cada trabalho i, existe um tempo de liberacdo r; e uma data final de
conclusao d; com r; < d;. Temos que encontrar um escalonamento preemptivo em m
maquinas idénticas de modo que o maximo atraso m%x{C’i — d;} seja minimizado. Para

i—
este fim, primeiro consideraremos a versao de decisao deste problema: Dado um valor

pré-fixado L, existe um escalonamento de modo que

A equacao acima vale se, e somente se,

C;<df:=L+d;, VYi=1,...,n.

Assim, cada trabalho i deve ser completado antes da sua data final modificada d¥ e
nao pode ser iniciado antes do seu tempo de liberagao r;, ou seja, deve ser processado no

intervalo [r;, d¥], o qual chamaremos de janela de tempo.

Agora somos guiados ao problema geral de encontrar um escalonamento preemptivo

para n trabalhos em m méquinas idénticas de modo que todos os trabalhos i sejam

35
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processados em suas respectivas janelas de tempo. Tal problema pode ser reduzido a um
problema de fluxo maximo em rede!, construido como segue. Fazemos a uniao exclusiva
entre os conjuntos {r;; i = 1,...,n} e {d;; ¢ = 1,...,n}, onde por simplicidade os d;’s

sao as datas finais modificadas, e entao ordenamos o conjunto obtido, digamos

t <ty <...<t,.

Consideramos assim os intervalos

]K = [tKatK—f—l] de tamanho TK = tK+1 - tK, VK = 17 Y A L.

Construimos o grafo do problema de fluxo associando um vértice a cada trabalho ¢ e
um vértice a cada intervalo Ixc. Adicionamos ainda dois vértices artificiais s e ¢ (fonte e
sumidouro, respectivamente). Partindo de s, temos um arco para cada vértice de trabalho
7, com capacidade p;. Partindo de cada vértice de intervalo Iy, temos um arco para t
com capacidade mTk. Entre os vértices de trabalho e de intervalo, existe um arco de
1 para I se, e somente se, o trabalho 7 pode ser processado no intervalo g, isto é, se
r; <tk etk < d;. A capacidade desse arco sera Tx. Denotaremos a rede construida
por N = (V, A), onde V' é o conjunto dos vértices e A o conjunto dos arcos. A Figura 15

representa uma tipica rede N.

J 1,

B . mT,
P T
S A Ik . t
by
ml.,

In L

Figura 15: Rede N do problema de fluxo relacionado & P | pmtn; 7; | Lpyax.

Seja z;x 0 fluxo no arco (i, [x) correspondente ao periodo no qual o trabalho i
é processado no intervalo Ig, para i = 1,....n e K = 1,...,7r — 1. Se existe um

escalonamento vidvel para o problema P | pmtn; 7; | Lyax, todos os trabalhos devem

'Uma referéncia para problema de fluxo méximo é o livro de Bazaraa, Jarvis e Sherali (2010).
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ser processados por completo, ou seja,

r—1
Y wic=pi, i=1,....n (4.1)
K=1

Em termos do problema de fluxo, essa igualdade diz que o fluxo que sai de cada vértice

de trabalho i deve ser p;. Pelas restri¢oes de conservacao de fluxo, o fluxo no arco (s, 1)
n

deve também ser p; (veja Figura 15). Tal situagao corresponde ao fluxo Y p; na rede,

o maximo possivel. Assim, se existe um escalonamento viavel entao o ﬂu;((:)lméximo na

n
rede N é > p;, caracteristica capturada por (4.1). Reciprocamente, se o fluxo méximo é
i=1

n
> p; entdao em cada arco (s,i) corre p; unidades de fluxo, e novamente pela conservagao
i=1
de fluxo, deve valer (4.1), ou seja, todo trabalho é processado por completo.
Outras restrigoes sao aquelas que referem-se a capacidade dos arcos, tipicas de pro-

blemas de fluxo. Respeitando as capacidades dos arcos entre os vértices de intervalo e t,

devemos ter

n
Y wik <mTk, K=1,...,r—1 (4.2)

i=1
Da mesma forma, a capacidade dos arcos entre vértices de trabalho e de intervalo fornece,
pelo fato de que um trabalho nao pode ser processado simultaneamente em mais de uma

maquina,

ik < Tk, V(Z,]K) € A. (43)

As restricoes obtidas acima sao tipicas do problema de fluxo. E interessante interpreta-
las sob a 6tica do problema de interesse P | pmtn; 7; | Lyax, como segue. Como
dissemos, a restrigao (4.1) nos diz que cada trabalho i é totalmente processado, ja que a
soma de suas partes processadas é o seu tempo de processamento total p;; (4.2) garante
que a capacidade total de processamento das m mdquinas seja satisfeita em cada janela
de tempo I; (4.3) garante que a parte do trabalho i processada em Ix nao extrapole o
tamanho do intervalo, garantindo que é possivel encaixar o trabalho i na janela de tempo

Ik = [tk, tis1).

Resolvido o problema de fluxo maximo, resta-nos obter uma solugao para o problema
de escalonamento. Pois bem, se existe um fluxo maximo satisfazendo (4.1) a (4.3), uma
solugao viavel para o problema P | pmtn; 7; | Lyax € construida escalonando partes
do trabalho i com tempos de processamento x;x nos intervalos I em alguma maquina

disponivel. Note que, sendo as maquinas idénticas, qualquer maquina pode ser escolhida
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para processar partes de qualquer trabalho em qualquer janela de tempo.

Agora, lembremos que primeiramente foi estabelecida a versao de decisao do problema
original, fixando L a priori e modificando as datas finais. O problema de fluxo foi
entao construido. Logo podemos esperar que o problema de fluxo forneca apenas um
escalonamento viavel, sem a garantia de ser 6timo. No entanto, diminuindo L e repetindo
todo o processo, duas situacoes podem ocorrer: ou obtemos um novo escalonamento; ou
nos deparamos com um problema de fluxo sem solucao. No primeiro caso, melhoramos o
escalonamento. No segundo caso, garantimos que para o novo L nao héa escalonamento
viavel. Mediante tais observacoes estabelecemos os seguintes passos para encontrar um

escalonamento e-6timo, com precisao arbitraria e > 0:

1. Fixamos um L inicial suficientemente pequeno e modificamos as datas finais de
conclusdo originais fazendo dF := L + d;. Podemos assumir sem perda de generali-
dade que d; < r; + nr?iafpj, o que implica —n I?%f(pj < Lpaz < nr?%lxpj. Assim,
podemos tomar inicialmente L = —n m%fc Dj-

j—

2. Resolvemos o problema de fluxo maximo. Se uma solugao for encontrada, cons-

truimos o escalonamento associado, e este serd e-6timo. Paramos assim o procedi-

mento. Se nao houver solucao, aumentamos L para L + ¢ e repetimos o processo.

Cabe observar que

e poderiamos estabelecer um procedimento analogo iniciando L suficientemente
grande e diminuindo-o ao longo do processo. Parariamos na primeira vez em que o

problema de fluxo fosse inviavel;

. n ~ ~
e assumindo d; < r; +nmaxp;, se nao houver soluc¢ao para o problema de fluxo com
Jj=1

n n ~ .« ~ .
L € |—nmaxp;, nmaxp;| entao o problema de escalonamento original nao possui
j=1 j=1

solugao.

O exemplo a seguir ilustra a construgao do problema de fluxo associado, sua resolucao,

e a obtencao de um escalonamento.

Exemplo 4.1.1. Considere a instancia de P | pmtn; 7; | Lynax com 2 maquinas e 6

trabalhos, cujos dados sao
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i1 2 3 4 5 6
pil2 5 6 3 4 3
mll 2 1 0 2 3
d |8 9 15 12 13 11

Vamos resolver uma sequéncia de problemas de decisao. Precisamos fixar um valor para

L e modificarmos as datas finais fazendo d¥ = L +d;, i =1,...,6.
Fixando L = —4, é facil ver que o problema de escalonamento ¢ inviavel, ja que é
impossivel escalonar o trabalho 2 na sua janela de tempo [rq, d%] = [2,5], visto que seu

tempo de processamento é 5 e que o problema nao permite que um trabalho seja pro-
cessado em mais de uma maquina simultaneamente. Por esse motivo, devemos aumentar
o valor de L até conseguirmos um escalonamento viavel, e como os dados do problema
sao todos inteiros (geralmente sao, como dito na segao 2.2), o aumento de L serd de uma

unidade e o primeiro escalonamento encontrado serd 6timo.

Quando L = —3 é possivel ver que o problema de escalonamento é inviavel. Para
L = —2, temos d* = (6,7,13,10,11,9) e entdo a unidao exclusiva dos conjuntos {r;; i =
1,...,n}e{dF; i =1,...,n} resulta no conjunto

{0,1,2,3,6,7,9,10,11,13},

onde definimos os seguintes intervalos: I; = [0,1], I, = [1,2], I3 = [2,3], I, = [3,6],
Is = [6,7), Iy = [7,9], Ir = [9,10], Iy = [10,11], e I, = [11,13].

Lembrando ainda que os unicos arcos (i, [x) existentes sao aqueles em que [ =
[tr,txi1] C [ri,d¥], arede que se obtém desse problema ¢ dada na Figura 16. Os intervalos

sdo tais que (a partir daqui, d; sera usado para dF)

[r1,dy] =[1,6] =L UIUIL

[ro,do] = [1,7) = LU I3 U Iy U I;

[r3,d3] = [1,13| = LULUILLUI;UlgUI; UlgU I
[ry,dq] = 10,10 = LU LU I3 UL, Ul UlgU I
[rs5,ds] = [2,11) = [3U I, U I5; U I U [7 U Ig

[r6,de) = [3,9] = L, U I3 U I
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Figura 16: Rede do problema de fluxo do Exemplo 4.1.1. Omitimos alguns arcos.

O problema de fluxo méximo associado consiste em encontrar uma solugao do sistema

x3,9 + x3,8 +

Ta7 +

T1,3, T2,3, T255, T3,2, £33, T35, L37, 38, T4,

L4,2, T4.3,

.
Ti4+T13+ T2 =2

Tos + Tog + 23 =295
=6
=3

37+ T3+ T3s + T34+ L33+ T32 (4.1)
Ty + Tas5 + Taa+Ta3+ Ty + Ty
Ts8 + Ts7 + X6+ Tsps + X540+ T53 =4

Te6 + Tep + Toa = 3
<9
<2
<2

Ty

Ta2 + X32 + X120

T3+ T43+ T33+ Ta3+ T13
Tea+ Ts54+Tga+T3a+Tog+214<6
Tes+ Tss + Tas+ T35+ Tos < 2 (4.2)

Te6 + Tse + Tag + 136 < 4 .
Ts7+ Tar+ w37 < 2
Tsg+ T35 < 2

T39 < 4

T12 <1

Ta5, Ta7, 53, 55, L57, 58, L6 <1

(4.3)

T14, To4, T34, Tad, Tsa, Tea < 3

36, T3.9, Tap, T56, Le6 < 2
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Resolvendo-o encontramos a seguinte matriz solucao:

011000000
001310000
loooo0o12001 2
1110000100
000002110
000300000

que nos diz que no intervalo [;, hd uma porcao de tamanho z;; do trabalho 7 sendo
processada. Com a solucao x em maos, temos infinitos possiveis escalonamentos, todos
otimos, bastando apenas obedecer as porcoes de cada trabalho em cada intervalo. Um

desses escalonamentos é

L L L I, L I, L L I,
M, 4|12 6 2 3 513
M, 411 2 3 5 415 3

4.2 P | P: — 1; Tr; I Lmax

E conveniente assumir que os trabalhos estejam indexados de modo que

1y <1y < e S

E f4cil obter uma solucao se todos os tempos de liberacao r; forem inteiros, escalo-
nando trabalhos disponiveis em ordem nao decrescente dos prazos de conclusao. Mais
especificamente, se no tempo corrente t existe alguma maquina disponivel, e existe um
trabalho ainda nao escalonado 7 com r; < t, escalona-se o trabalho com menor prazo. A
seguir exibimos o algoritmo para tal problema, onde K é o nimero de méquinas ocupa-
das no tempo ¢, m é o nimero de maquinas, M ¢é o conjunto de trabalhos que podem
ser escalonados no tempo ¢t mas que ainda nao foram escalonados, e j é um contador do

numero de trabalhos ja escalonados durante todo o processo.
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Algoritmo 7 : P | p; = 1; r; inteiro | Lyqz

1.5 :=1;

2: Enquanto j < n faga

3: Inicio

4 t :==rj; M :={i; ¢ nao foi escalonado e r; < t}; K =1,
5 Enquanto M # () faga

6: Inicio

7 Encontre um trabalho ¢ em M com menor prazo;
8 M = M — {i};

9 Escalone i no tempo ¢;

10: Jji=7J+1

11: Se K +1<mentao K := K + 1;

12: Caso contrario

13: Inicio

14: t:=1+1;

15: K :=1;

16: M = M U {i; i nao foi escalonado e r; < t};
17: Fim

18: Fim

19: Fim

No lago das linhas 5 a 18, sao criados blocos de trabalhos que sao processados sem
tempo ocioso entre eles. Apds terminar um bloco, o valor 7; corrente ¢ o tempo de inicio

do proximo bloco.

A linha 11 testa se hd maquinas disponiveis no tempo t. Se houverem, incrementa
o contador K de méaquinas ocupadas. Caso contrario, avanca ao préximo tempo t + 1 e
refaz o conjunto das possiveis maquinas a serem escalonadas. Note que K passa a ser 1

novamente, indicando que todas as maquinas estao disponiveis em ¢ + 1.

Na linha 9, podemos escalonar o trabalho ¢, no tempo ¢, em qualquer maquina dis-
ponivel, ja que todas sao idénticas. Particularmente, podemos escalonar ¢ na maquina
K. Desta forma, K pode ser usado para indicar em qual méquina escalonaremos cada

trabalho escolhido.

Teorema 4.2.1. O Algoritmo P | p; = 1; 7; inteiro | Ly,qq constréi um escalonamento

otimo.
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Demonstracdao. Seja S um escalonamento construido pelo algoritmo. Reindexando os
trabalhos se necessario, supomos que o algoritmo escalone os trabalhos 1,2,...,n, nessa

ordem. Seja S* um escalonamento 6timo com as seguintes propriedades:

e os primeiros r — 1 trabalhos escalonados em S sao escalonados no mesmo tempo
em ambos os escalonamentos S e S*. Ou seja, a menos da ordem das méaquinas, os

primeiros r — 1 trabalhos de S e S* sdo 0os mesmos, escalonados nos mesmos tempos;

e r — 1 ¢ maximo.

Assim, o trabalho r é escalonado em algum tempo t em .S. Como o algoritmo preenche
as maquinas sempre que possivel em ordem crescente no tempo, r é escalonado em algum

tempo posterior a t em S*, digamos s. Consideremos dois casos:

Caso 1: alguma maquina em S* esta ociosa no tempo t. Nesse caso, o trabalho r
em S* pode ser movido para tal maquina e processado no tempo t. Seja .S o escalonamento

obtido. Sendo L, = C, —d, e Ly = C! —d, os atrasos do trabalho r nos escalonamentos

*
max

S e S*, respectivamente, e L* o valor 6timo do problema, temos

L:,.>L=C'—-d=s+1—-d,>t+1-d, =C, —d, = L,.
Caso 2: todas as maquinas em S* estao ocupadas no tempo t. Nesse caso existe
algum trabalho k que é processado no tempo ¢ em S* mas em S nao é processado no
tempo ¢. Da linha 7 do algoritmo, devemos ter d, < di. Podemos entao trocar k e r de
posicdo em S*, obtendo um novo escalonamento S. Nesse caso Cy =s+1e C, =t + 1,

fornecendo

Liw>Li=Cr—d,=s+1-d, >s+1—d, =Cj —dy, = L

maxr —

L. >L=C'—d=s+1—-d, >t+1-d, =C, —d, = L,.

max r

Das desigualdades obtidas, em ambos os casos o escalonamento modificado S é étimo.
No entanto, S e S tém os 7 > r — 1 primeiros trabalhos escalonados no mesmo tempo,

contrariando a maximalidade de r — 1. Portanto o algoritmo esta correto. O

Por fim, é possivel adaptar o Algoritmo 7 para tempos de liberacao reais nao inteiros

(BRUCKER, 2006).
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4.3 P | intree; p; = 1 | Lpax
4.3.1 Preliminares

Consideraremos agora os problemas de n trabalhos com relacoes de precedéncia. Lem-
bramos que escrevemos ¢ — j se j é um sucessor imediato de i, ou equivalentemente, se
i é um antecessor imediato de j. Os conjuntos IP(i) e IS(i) de todos os antecessores

imediatos e sucessores imediatos, respectivamente, do trabalho i, serao denotados por
IP(i) ={j; j—i} e IS(i) ={j; i = j}.

Quando as relagoes de precedéncia sao dadas por uma intree, 1,5(i) contém no maximo
um trabalho, e quando sado dadas por uma outtree, I P(i) tem tal propriedade. Nesta
secao consideramos apenas um problema sobre uma intree. Para simplificar a notacao,
denotaremos por s(i) o unico sucessor de ¢ na intree, caso exista. Caso nao exista,

escrevemos s(i) = 0 (isto é, IS(i) = ().

As datas finais de conclusao d; sao ditas consistentes em relacao as relagoes de

precedencia se d; < d; — p; sempre que ¢ — j.

4.3.2 Resolugao para P | intree; p; = 1 | Lyax

O procedimento que resolve esse problema tem dois passos. No primeiro, as datas
finais de conclusao dos trabalhos sao modificadas de modo que fiquem consistentes em
relacao as relagoes de precedéncia. No segundo, os trabalhos sao escalonados em ordem

nao-decrescente das datas finais modificadas.

Os procedimentos aqui exibidos aplicam-se para o caso em que uma ou mais ntree’s
sao consideradas nas relagoes de precedéncia. Dessa forma, tais procedimentos funcionam
tanto para uma drvore quanto para uma floresta (conjunto de arvores). Assim, podem
haver varias raizes, uma para cada intree. Consideramos o conjunto 7' de todas as raizes,

ou seja, os vértices sem sucessores (s(i) = 0).

A ideia do algoritmo de modificagao das datas finais é trocar d; por min{d;,d; — 1}
sempre que ¢ — j. Isso € feito sistematicamente das raizes para as folhas das intree’s, ou

seja, das raizes para os vértices sem antecessores (I P(i) = ().
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Algoritmo 8 : Modificar d;
1: T := {i; i ndo tem sucessor};

2: Enquanto T # () faca

3: Inicio

4: Escolha um trabalho 7 € T
5: Para todo j € I P(i) faga

6: Inicio

7 dj = min{d;,d; — 1};
8: T:=TU{j};

9: Fim

10: T:=T —{i};

11: Fim

Note que na linha 5, j — ¢, ou seja, s(j) = i. Assim, na linha 7, d; passa a ser o

minimo entre o préprio d; e a data final de seu sucessor menos 1.

Denotaremos as datas finais modificadas por d;, o que resulta em d; < d; sempre que

1= 7.

Lema 4.3.1. Um escalonamento nao tem trabalhos atrasados com respeito as datas finais
de conclusao originais se, e somente se, nao tem trabalhos atrasados com respeito as datas

finais modificadas.

Demonstragao. A volta é trivial pois d;, < d;,Vi € {1,...,n}.

Para a ida, assumimos sem perda de generalidade que n,n — 1,...,1 é a ordem na
qual os trabalhos sao analisados pelo Algoritmo 8 (linhas 4 e 5), incluindo as raizes. Por
exemplo, n é raiz, escolhido na primeira execucao da linha 4 e os nds posteriores sao seus

antecessores, aqueles em [ P(n).

Considere um escalonamento sem atrasos com respeito as datas finais de conclusao
originais, ou seja, com C; < d;, Vi € {1,...,n}. Suponha que r > 1 seja um trabalho tal
que C; < d}, Vi € {r,...,n}. Seexiste algum trabalho j € {r,...,n} tal quer—1 € I P(j),
ou equivalentemente, s(r — 1) = j, entdao C,—; < C; —1 < d; — 1. Como também
Cr_1 <d,_1, entao

Cr—y <min{d,_;,d; — 1} =d,_,.

Se para todo j € {r,...,n} tivermos r — 1 ¢ IP(j), entdao pela ordem de execugao

do Algoritmo 8, o trabalho r — 1 é raiz e a data final d,_; nao é alterada. Assim
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' = d.—1 > C,_y. Isto é, se os trabalhos r,...,n nao tém atraso com respeito as
datas finais modificadas, entao os trabalhos » — 1,r,...,n também nao sofrem atraso.

Prosseguindo, obtemos C; < di, Vi € {1,...,n}.

Para finalizar falta argumentarmos que tal r existe. De fato, basta tomarmos r = n

pois como n é raiz, sua data final nao é alterada, e logo C,, < d,, = d,. O

No segundo passo, os trabalhos sao escalonados em ordem nao-decrescente das datas
finais modificadas. Isto é feito escalonando cada trabalho no tempo de inicio mais cedo
disponivel, isto é, o tempo mais cedo no qual menos de m tarefas sao escalonadas para

comecar e todos os seus antecessores ja tenham sido completados.

No algoritmo, assumimos que os trabalhos estejam numerados de modo que
! / !
dy <dy <...<d,.

Mais ainda, F' denota o tempo mais cedo no qual alguma maquina estd disponivel, r(7) o
tempo de finaliza¢ao mais recente de um antecessor de i, n(t) conta o nimero de trabalhos

escalonados no tempo t e z(7) é o tempo de inicio do trabalho i.

Algoritmo 9 : P | intree; p; = 1 | Lyax
1. F:=0;

2: Parai =1 até n faga r(i) := 0;

3: Parat =1 até n faga n(t) :==0;
4

: Parai =1 até n faga

5: Inicio

6: t := max{r(i), F'};

7 x(i) = t;

8: n(t) :==n(t) + 1;

9: Se n(t) = m entao F :=1t + 1;

10: J = s(i);
11: r(j) := max{r(j),t + 1};
12: Fim

O escalonamento construido por esse algoritmo tem a importante propriedade de que
o numero de trabalhos escalonados em qualquer tempo é nao menor que o nimero de
trabalhos escalonados em tempos posteriores. De fato, suponha por absurdo que k < m
trabalhos sejam escalonados para iniciar no tempo t e pelo menos k + 1 trabalhos sao

escalonados para iniciar no tempo ¢t + 1. Como o procedimento escalona trabalhos no
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tempo de inicio mais cedo disponivel e menos de m trabalhos sao escalonados no tempo ¢,
os k41 trabalhos escalonados no tempo t+41 devem ter, cada um, um antecessor imediato
escalonado para comecar no tempo ¢. Isso é impossivel pela estrutura de intree, visto que
cada trabalho iniciando no tempo ¢ tem no maximo um sucessor, e logo sao possiveis no

maximo k sucessores para o tempo ¢ + 1.

Lema 4.3.2. Se existe um escalonamento no qual nenhum trabalho € atrasado, entdo o

escalonamento construido pelo Algoritmo 9 tem tal propriedade.

Demonstragao. Assumamos que exista um escalonamento sem atrasos, e suponha por
absurdo que hé algum trabalho atrasado no escalonamento x(1),. .., x(n) construido pelo
Algoritmo 9. Entao pelo Lema 4.3.1, também existe nesse escalonamento algum trabalho
atrasado com respeito as datas finais modificadas. Considere o menor ¢ tal que x (i) +1 >
d;. Seja t < d} o maior inteiro com a propriedade de que |{j; z(j) =t, d; < di} < m,

ou seja, o maior instante com alguma janela ociosa.

Existe t com a propriedade descrita pois caso contrario teriamos md; trabalhos j
com d; < d escalonados antes de d;. O trabalho i ndo pertence a esse conjunto pois
z(i)+1 > d., o que significa que, se quisermos um escalonamento sem trabalhos atrasados,
o trabalho ¢ deveria ser escalonado antes de d; e logo terfamos md; + 1 trabalhos a serem

escalonados no intervalo [0, d;], o que é uma contradigao.

Cada trabalho j com d; < d; e x(j) > t deve ter antecessores, nao necessariamente
imediatos, iniciando no tempo ¢, pois caso contrario j poderia ser escalonado na janela

ociosa no tempo t. Agora consideramos dois casos:

Caso 1: t = d, — 1. Temos z(i) > d; — 1 = t. Entao um antecessor k de i deve iniciar
no tempo t (observagao anterior) e terminar no tempo d;. Observe que tal k existe pois
i satisfaz d; < d} e z(i) > t. Como dj, < d; (pelo Algoritmo 8 de modificacdo das datas
finais) e ainda d; = x(k)+1, ent@o o trabalho k esta atrasado também (dj, < d; = x(k)+1),
o que contradiz a minimalidade de 7, ja que dj, < d; = k < i (lembre-se que assumimos a

ordem d} < --- < d] para execucao do Algoritmo 9).

Caso 2: t < d; — 1. Exatamente m trabalhos j com d; < d; iniciam no tempo ¢ + 1, cada
um tendo um antecessor comecando no tempo ¢, pelo mesmo motivo do caso anterior. Pela
estrutura de intree, todos esses antecessores devem ser diferentes pois se dois trabalhos
distintos u e v tivessem o mesmo antecessor, este mesmo antecessor teria u e v como
sucessores. Assim, se k é um antecessor de j, pelo Algoritmo 8 de modificacao das datas

finais, dj, < d; < d;. Logo, no tempo ¢ existem m trabalhos k com d; < d, o que contradiz
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a definicao de t. ]

Teorema 4.3.1. O Algoritmo P | intree; p; = 1 | Lyax constréi um escalonamento

otimo.

*

* ax 0 valor 6timo. Entao existe um escalonamento satisfazendo

Demonstragao. Seja L

mfalx{C’l - dl} < L;knax (44)

que é equivalente a
Clgdl—i_[’jnax’ z:l,,n (45)
Tal escalonamento nao apresenta atrasos em relagao as datas finais d; + L} .. De

acordo com o Lema 4.3.2, um escalonamento S construido pelo Algoritmo 9 para as datas
finais d; + L*

max

satisfaz (4.4), ou equivalentemente, (4.5). Assim, o escalonamento S é
6timo. No entanto, o algoritmo fornecera o mesmo escalonamento S para as datas finais

originais d;’s. De fato, se j — 7 entao

(d; + L;

max

)’ — mln{dl + X dj + LF - 1} = min{di, dj — 1} + L = d; + L

max’ max max max*

Se i é raiz entao

(d; + L,

max

max

=d; + L

max*

De qualquer modo, temos

(d; + L},.) =d;,+ L i=1,...,n.

max max’

Portanto a ordem dos trabalhos estabelecida por
dy < - < d,
¢ a mesma que a definida por

(dy + L;,

max

) <o < (da+ I

)/
max/ °*

Além disso, o Algoritmo 9 nao utiliza datas finais em seus cédlculos. Resumindo, a aplicacao
do algoritmo ao problema com datas originais resulta em um escalonamento 6timo, como

queriamos. O
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4.3.3 Exemplo

Considere o problema P3 | intree; p; = 1 | Lyax, com 3 mdquinas. Queremos
escalonar 7 trabalhos com datas finais de conclusao d = (2,3,3,4,2,5,6) e relagbes de

precedéncia dadas pela intree de raiz 7

7\/\5/2
AN

3

SN

Primeiramente, aplicamos o Algoritmo 8 de modificacao das datas finais obtendo d’' =
(2,1,1,4,2,5,6). Agora, para aplicar o algoritmo P | intree; p; = 1 | Lyax, devemos
colocar as datas finais modificadas em ordem nao-decrescente e ordenar os trabalhos de
acordo com a sequéncia obtida. Desta forma obtemos o vetor x = (0,0,0,1,1,2,3) que
nos diz o tempo de inicio do processamento de cada trabalho, e assim, podemos construir

o seguinte escalonamento:

===
AN

Figura 17: Escalonamento 6timo para o problema P3 | intree; p; = 1 | Lyax-

Evidentemente, outros escalonamentos 6timos podem ser obtidos a partir de . Por
exemplo, podemos trocar os trabalhos 1, 2 e 3 de posicao, ou ainda trocar 6 e 7 de

maquina.
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