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Resumo

No trabalho em questao, consideramos o problema de programacao nao linear
geral, bem como a ferramenta essencial para resolvé-lo: as condi¢oes de Karush-Kuhn-
Tucker (KKT). Na pratica numérica, métodos iterativos de otimizagao testam a validade
das condicoes KKT apenas de maneira aproximada. FEssa caracteristica é inerente a
inexatidao dos calculos feitos por computador. A fim de descrever teoricamente essa
inexatidao, foram definidas na literatura formas de aproximar KKT. Essas aproximagoes
sao conhecidas como condigoes sequenciais de otimalidade. Neste trabalho, estudamos os
chamados pontos Aproximadamente KKT (AKKT). Argumentamos que pontos AKKT
sao de certa forma candidatos razoaveis a solugdo de um problema de otimizag¢ao com
restricoes, além de estarem associados naturalmente a alguns métodos populares na

literatura, como por exemplo, o método do Lagrangiano Aumentado.

Palavras-chave: Karush-Kuhn-Tucker, condigoes sequenciais de otimalidade,

Lagrangiano aumentado.
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conjunto dos niimeros reais.

conjunto dos nimeros reais nao negativos.

gradiente de 7.
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1 Introducao

Processos em diversos campos da ciéncia requerem a resolucao de problemas
envolvendo minimizacao de fungoes com restricoes. Métodos praticos para resolucao de
tais problemas sao, em geral, iterativos. Decidir se um dado ponto é solucao de um
problema de otimizacao nao linear geral pode ser uma tarefa dificil, talvez impraticavel.
Logo, condicoes que fornecem candidatos a solucao sao usadas, inclusive como critério de
parada dos algoritmos. Para tanto, as principais ferramentas sao as condigoes de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) [1]. Essas condigbes generalizam o fato de, em otimizagdo sem
restrigoes, minimizadores possuirem gradientes nulos. Essa tltima condicao ¢ comumente

vista em cursos de célculo.

As equacoes matematicas que modelam processos sao na maioria das vezes dificeis
de serem manipuladas algebricamente. Dai a necessidade em conhecer métodos de
solugao computacional. Identificar um bom candidato a solugao, nesses casos, é muito
dificil. Isso requer do método parar quando um sistema de equagoes e inequacoes que
caracteriza de forma razoavel os minimizadores locais do problema sejam satisfeitas apenas
aproximadamente. De fato, varios métodos testam se o candidato a solucao satisfazem as
condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), que serdo apresentadas no préximo capitulo,
de forma aproximada. Veja a discussdo em [2, 3]. No entanto, ha diferencas entre uma
solucao ser de fato KKT e satisfazer KKT aproximadamente. Felizmente, esta pratica
computacional pode ser justificada teoricamente. Neste caso, ainda que um minimizador
local nao seja KKT, ele pode sempre ser aproximado por uma sequéncia de pontos que
cumprem as condi¢oes KKT de maneira aproximada. Uma das formas de aproximar KKT
é descrita pela chamada condi¢ao Aproximadamente KKT (AKKT) [4], que veremos neste
trabalho. Existem outras formas de aproximar KKT além de AKKT, mas nao serao
tratadas com detalhes neste trabalho. Essas condigoes sao conhecidas como condi¢oes
sequenciais de otimalidade, pois, ao contrario de KK'T, caracterizam minimizadores como

pontos de acumulacao de sequéncias.

Diante do exposto, no segundo capitulo, apresentamos o problema de programacao nao
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linear e uma revisao de conceitos basicos sobre problemas de otimizacao nao linear gerais.

Apresentamos também exemplos e resultados importantes acerca desses problemas.

No terceiro capitulo apresentamos o método da penalidade externa, assim como as

condi¢oes KKT. Ambos sao importantes para a construcao teérica da condicao AKKT.

Condicoes sequéncias de otimalidade sao tratadas no quarto capitulo, abordando
essencialmente a condigao AKKT e as justificativas tedricas que a conectam a KKT.

Além disso, outras condicoes sequéncias de otimalidade na literatura sao citadas.

Por fim, no quinto capitulo, citamos alguns métodos que geram naturalmente pontos
AKKT. Mais especificamente, apresentaremos com detalhes o método do Lagrangiano

Aumentado com salvaguardas definido em [5] (veja também [3]).

1.1 Objetivo do trabalho

Apresentar um estudo da condicao sequencial de otimalidade AKKT e a sua aplicacao
a um método Lagrangiano Aumentado. Sobretudo, fazer uma releitura do texto

“Otimizacgao pratica usando o Lagrangiano Aumentado” escrito por José Mario Martinez.



2 Revisao de conceltos

O problema de programacao nao linear (PNL) consiste em

minimizar f(x)

0,i=1,2,...,m, (P)

sujeito a h;(x)

,1
gi(x) <0,i=1,2,...,p,
onde f: R" = R, h; : R" = R e g; : R* — R sao fung¢oes continuamente diferencidveis.

Dizemos que um ponto & € R" é vidvel quando & € Q = {x € R"|h;(x) = 0,i =

L,2,...,m,gi(x) <0,i=1,2,...,p}. O conjunto Q é chamado de conjunto vidvel.

Definicao 2.1. Um ponto viavel £* é minimizador local quando existe uma vizinhanga V/
de x* tal que f(x*) < f(x),Ve € VNQ. Quando V =R" dizemos que x* € minimizador
global.

Deve-se ressaltar que nao é pratico avaliar numericamente f em toda a vizinhanca
de um ponto. Por isso, a definicao acima nao é adequada como critério de otimalidade
algoritmos. Nesse sentido, o que se busca sao candidatos a minimizador que cumpram
propriedades numericamente verificaveis. Usufruimos de propriedades analiticas do
problema para caracterizar minimizadores locais de uma forma conveniente (veremos
mais a frente as condigoes KKT). Quaisquer condigoes satisfeitas por minimizadores sao
chamadas de condigoes necessarias de otimalidade ou, apenas, condicoes de otimalidade.
O ideal é utilizarmos condi¢oes que sejam faceis de serem verificadas na pratica e que

descrevam bem candidatos a solugao do problema.

No que segue, relembramos alguns conceitos basicos de andlise no R™ utilizados no
trabalho. O leitor pode consultar ainda o capitulo 1 de [1]. Uma referéncia completa

sobre o assunto € o livro de E. L. Lima [6].

Definicao 2.2. Dizemos que & € R™ é um ponto de acumula¢cao do conjunto X C R"”

quando toda vizinhanca de x contém algum ponto de X diferente de x.
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Note que um ponto de acumulacao de X pode pertencer a X ou nao.

Segue da defini¢ao acima que um ponto de acumulagao  pode ser caracterizado como

k

limite de uma sequéncia de pontos ¥ € X, isto é, klim x” = x. O fecho do conjunto
—00

X C R" é o conjunto X = X U{x € R"|z é ponto de acumulagdo de X }. Dizemos que
um conjunto F' C R" é fechado quando F = F. Um conjunto L C R™ é limitado quando
existe M > 0 tal que ||z|| < M para todo x € L.

Definicao 2.3. Um conjunto X € R™ ¢é dito compacto quando € limitado e fechado.

2.1 O problema de programacao nao linear (PNL)

O problema de PNL é o problema central considerado no trabalho, que consiste em
minimizar f(x) sujeitoa h(x)=0, g(x)<O0,

onde f:R" > R,h:R*” - R™e g:R" — RP sao fungoes continuamente diferenciaveis.
Podemos escrever h = (hy,ha, ..., hy), onde h; : R" — R para todoi = 1,...,m. O

mesmo para g.

A Figura 2.1 ilustra minimizadores de uma funcao f de uma variavel. Repare que
nem todo minimizador local é global. Podemos ter ainda pontos de cela, caso em que

também a derivada de f é nula (ponto estaciondrio).

f(z)

Ponto estacionario

Min. local

Min. global

Figura 1: Minimizadores locais e globais.

O teorema abaixo garante a existéncia de um minimizador.

Teorema 2.1 (de Weierstrass). Se 2 € R" é compacto e nio vazio e f : Q — R continua,

entdo f admite minimizador global sobre 2.
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Demonstragao. Ver Teorema 1.3.1 de [7]. O

Como as fungoes das restricoes do PNL sao continuas, o conjunto viavel é fechado. De
fato, tomando uma sequéncia convergente de pontos viaveis (z*) — x*, isto é, h(z*) = 0
e g(x*) < 0 para todo k, note que, pela continuidade de h e g em x*, temos h;(z*) =

lim h;(x*) = 0 para todo i e g;(x*) = lim g;(x*) < 1im 0 = 0 para todo j.

Na pratica, uma forma de garantir limitacao do conjunto viavel é intersecta-lo com
uma caixa. Isto é, adicionar as restricoes ¢; < x; < u; para todo ¢ = 1,...,n. Note que,
porém, tais restrigdes podem ser incorporadas nas restrigoes de desigualdade g(x) < 0,
e logo nao as escrevemos explicitamente na definicao de 2. Notamos que, na pratica
numérica, caixas sao impostas mesmo porque a representacao de nimeros no computador

tem limites inferiores e superiores.

Quando €2 nao é compacto, pode nao existir minimizador ainda que o conjunto viavel

seja limitado.

Exemplo 2.1. A funcao f : 2 — R definida por

f(z) =2’

nao admite minimizador caso tenhamos 2 = (0, 1]. Veja que sempre existe z € §2 tal que

f(z) < f(z) para um z € 2 arbitrério. O

Exemplo 2.2. Agora, eis um exemplo onde f : {2 — R definida por

nao admite minimizador caso tenhamos 2 = (0,00) nao limitado. Andlogo ao exemplo

anterior, existe sempre x € Q tal que f(z) < f(Z) para algum z € § arbitrario. O

A caracterizacao de pontos estacionarios de problemas com restricoes recaem nas
condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), que apresentaremos a frente. Porém, veremos
que existem minimizadores que nao sao KKT. Felizmente, é possivel sempre caracterizar
qualquer minimizador por sequéncias de pontos aproximadamente KKT (AKKT). Uma
importante ferramenta que garante isto é o método da penalizagao externa. Tal método
nao é considerado bom para ser usado na pratica numérica mas possui propriedades
analiticas que iluminam provas de resultados importantes em otimizacgao e sera introduzido
apenas para a construcao da demonstracao do teorema de AKKT. Eo que veremos a

seguir.



3 Condicao de
Karush-Kuhn-Tucker

Neste capitulo apresentaremos a principal ferramenta para caracterizar minimizadores
de (P), as chamadas condigdes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Antes, apresentamos o

método de penalizacao externa que serd usado na prova das condicoes AKKT.

3.1 Penalizacao externa

A estratégia da penalizagdo externa consiste em eliminar as restrigoes “dificeis”
h(x) = 0 e g(x) < 0 de (P) e inclui-las na func¢do objetivo, reduzindo o conjunto de
restrigoes a @ € €2, onde €2 é um conjunto compacto (na pratica x; € [{;,u;] para todo

i=1,...,n), o qual, configuram as restri¢oes “faceis”.

O método da penalidade externa consiste em computar um minimizador global * de

uma sequencia de subproblemas da forma

minimizar — f() + 2 [|a(2)]? + | max{g(z), 0} (3.1)

sujeito a x e (3.2)

onde 0 < pr — 00. O termo p é chamado de parametro de penalizacao e pode ser
aumentado a cada iteracdo multiplicando-o por um escalar v > 1. A teoria permite
inicializar py como qualquer escalar positivo. Na pratica, tomamos py considerando os

dados do problema [3].

Chamaremos de medida de inviabilidade a funcao

¢(x) = [[h(a)|* + || max{g(a), O}||".

Observe que ¢(x) = 0 se somente se h(z) = 0 e g(x) < 0, ou seja, em (3.1) buscamos

minimizar a nao viabilidade de .

11
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Eventualmente, o parametro p; precisa ser muito grande para obtermos viabilidade
suficiente do iterando &*. De qualquer modo, o método de penalizagao externa (3.1)—(3.2)

fornece o resultado tedrico a seguir, que sera util para nosso propésito.

Teorema 3.1 (Teorema 2.4 de [3]). Suponhamos que o conjunto vidvel do problema (P)
€ ndo vazio e a sequéncia de pontos {x*} fornecida pelo método de penalidade externa
(3.1
(P).

1)—(3.2) admite um ponto de acumulacao x*. Entdo, * é um minimizador global de

Demonstra¢ao. Tome K C N o conjunto de infinitos indices tal que

lim " = x*.
keK
Suponha que x* nao é vidvel. Assim existe z € 2 tal que ¢(x*) > ¢(z) = 0, ou

melhor, ||h(z*)||* + || max{g(z*),0}|* > ||h(2)|]* + || max{g(z),0)}||*>. Vamos denotar

g(x)y = max{g(x),0}. Como h e g sdo continuas, existe ¢ > 0 tal que
I (@M + lg(2")+ 17 > [Ih(2)* + lg(=)+[I* + ¢

para todo k € K suficientemente grande. Logo, para esses indices k,

PKC

F@) + ZIREN + g(@b) 2] > f@®) + SRz + llg(2)4 17 + -

Somando f(z) — f(z) = 0 no lado direito da expressdo acima obtemos

1@+ S P+lg () I71+57 = £@)+ SR+ lg ()4 P+ 5+ f2b) - 1 (2)

€ Como pp — 00, segue que

Logo,

F@*) + E IR + llg(@)+ 7] > £(z) + E1IRE)IP +llg(=)+ 17,

¥ ¢ um minimizador global do subproblema definido por py.

contrariando o fato de que x
O motivo desta contradicao foi supor que &* nao era viavel. Assim, x* é vidvel e devemos

ter, pela construcdo do método, ¥ minimizador global de cada subproblema, isto é,

F@h) + B lIR@) 1 + llg(@)+ 7] < £(2) + S TIREI + lg(2)+ 7]
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Como z € Q, h(z) =0 e g(z) <0, assim

fla) + %th(w"“)ll2 +llg(@")+ 7] < f(2).
Sabendo que z* € Q e (z*) — x* sobre K, podemos concluir que

fx®) < f(z).
Ou seja, * é minimizador global. O
Exemplo 3.1. Considere o problema
minimizar f(z) =z sujeito a g(x)=—z <0.
O subproblema consistira em resolver
minimizar x + %| max{—x,0}> sujeitoa z€R.

Observe que se x > 0 entao max{—z,0} = 0 e se x < 0 entdo max{—z,0} = —uz.
Geometricamente, no subproblema onde x > 0 teremos uma funcao afim e onde x < 0
teremos uma parabola. Vamos resolver o subproblema onde z < 0 que consiste em

c Pk . ~ .. .
minimizar x + 5352. Derivando a fungao objetivo e igualando a zero, teremos

14 ppa® = 0= 2F = —,
Pk

ou seja, realmente z¥ < 0 e quando p;, — 0o a solucdo se aproxima de zero, a qual, é a

solugao do problema original.
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Pk —> 00

[t x

Regiao viavel do problema original.

Figura 2: Convergéncia do método da penalidade externa.

]

Grosso modo, determinar que um ponto viavel &* é minimizador local ou global de
f requisitaria avaliar as fungoes objetivo e das restrigoes em um conjunto denso, o que é
impraticavel. Além disso, nas implementagoes numéricas é dificil garantir minimizadores,
mesmo locais, no PNL geral. Neste caso, o que tentamos fazer é buscar pontos limites
de algoritmos que satisfacam propriedades de um minimizador (condigbes necessarias de

otimalidade). A ferramenta que guia essa busca s@o as condi¢oes KKT.

3.2 Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Tido como uma das principais ferramentas na programacao nao linear, as condi¢oes
de Karush-Kuhn-Tucker nos garantem a descoberta de pontos estacionérios e, no caso de

problemas convexos, minimizadores globais.

Diremos que g; é uma restrigdo ativa em & quando g;(x) = 0 e que o conjunto

I'={ie{l,..,p}gi(x*) =0} contém todos os indices onde g; é restrigao ativa em x*.

Assim, as condigoes KKT estabelecem que se * é minimizador local e {Vh;(x*)|i =

L...,m} U{Vg(x*)|i € I} é um conjunto linearmente independente, entao existem



3.2 Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 15

AeR™ pueRP onde p > 0 tais que

Vix*)+ Z ANiVhi(x*) + Z wiVygi(x*)=0.

el

Outra forma de dizer que o ponto viavel * é KKT é que devemos ter A € R™, u € R?

tais que
m p
V@) + > ANVhi(x®) + Y mVg(x*) = 0, (3.3)
P;;; todo i =1, :)1, wigi(x*) = 0, (3.4)
Para todoi=1,....p, u; > 0, (3.5)
Para todoi=1,...m, \ livre. (3.6)

As condicoes KKT generalizam as conhecidas condigoes de Lagrange para restrigoes
de igualdade vistas em cursos de cdlculo. Por isso, os escalares \; e u; sao chamados

multiplicadores de Lagrange, ou simplesmente multiplicadores.

A condicao (3.3) diz que —V f(z*) é combinacao linear dos gradientes das restrigoes
(veja o Exemplo 3.2 para uma visao geométrica). A condigao (3.4) é chamada de
complementaridade. Nela, exige-se p = 0 caso tenhamos g(x*) # 0. As inequagoes

em (3.5) dizem que p; sdo nao negativos.

Exemplo 3.2. [1] Vamos verificar que a solugdo «* = (1, 1) do seguinte problema é um

ponto KKT:

minimizar ~ f(z) = (v1 — 2)% + (22 — 1)

sujeito a g@x)=21+22—-2<0

Pelas condigoes KKT, para este problema devemos ter

V(@*) + Vg (x®) + 12Vge(z*)

M191(37*) =0, ,uzgz(w*>

I

0
0,
0

Vv

1 >0, o



3.2 Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 16

Isto é,

+ 1

2(1’1 — 2)
2(1’2 — ].)

pi(z1 + 20 —2) =0, M2(5E%_$2) =V,

Note que o ponto &* = (1, 1) é vidvel (nas restrigdes obtemos g;(x*) =0 e go(x*) =0) ¢

também cumpre as condi¢goes KKT com os multiplicadores p; = ps = 2/3 > 0.

0-2)) [1], [2]_,
1 p —
21— 1) ' o
2 2

12> 0, pp >0

Na Figura 3, observe a direcao do vetor negativo do gradiente de f. Isso quer dizer
que os valores das curvas de nivel da fungao objetivo (circunferéncias cinzas) diminuem
a medida que aproxima de seu centro. Assim, convém escolher como solugao (ponto x*)
um ponto mais a direita dentro da regiao viavel (regiao azul). Ou seja, a curva de nivel
de menor valor que cruza a regiao viavel descreve a solucao do PNL.

A

5__

Figura 3: Figura para o Exemplo 3.2.



3.2 Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 17

Exemplo 3.3. [1] Considere o seguinte PNL:

minimizar flx) =,
sujeito a g(x) = -2+ 12, <0

(
g2(x) = —x9 < 0.

Neste exemplo, * = (0,0) é o minimizador do problema, mas vamos mostrar que £* nao

satisfaz as condigcoes KKT. Observe que

1 — 32
) V91 ("B) = '

0 1

V() = o Voa() — [ _01 ] |

Assim

—1

Vi(a*) = [(1) Va(a®) = m ev92<m*>=[ ! ]

Deste modo, as condi¢coes KK'T nao valem pois

Vix®)+ Z AVhi(@*) + Y pVgi(a*) =

el
V(@®) + Vg (x*) + p2Vga(z*) =
(1,0) + 1(0,1) 4+ p2(0, =1) = (1, 1 — p2) # 0.

Vg

_Vf x*
Vgo

Figura 4: Figura para o Exemplo 3.3

]

Como vimos, as condigoes KKT relacionam a funcao objetivo e as restricoes do
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problema de forma consideravelmente simples e, além de serem faceis de verificar na
pratica, selecionam bem os candidatos a minimizador do problema. No entanto, como
vimos no Exemplo 3.3, KKT nao é uma condi¢ao de otimalidade. Mesmo assim, podemos

relaciona-lo junto ao que chamamos de condicoes de qualificacao.

Uma condi¢ao de qualificacao (CQ) é qualquer hipdtese que garante que qualquer
minimizador local, de qualquer problema, seja um ponto KKT. Logo, se o minimizador
nao é KKT, entao ele nao satisfaz alguma CQ. Portando, podemos dizer que uma condi¢ao
de otimalidade ¢ a solucao satisfazer KKT ou nao satisfazer alguma CQ. Isto é, uma

condicao de otimalidade, associada a KK'T, consiste em um ponto satisfazer

KKT ou nao-CQ.

A principal CQ utilizada neste trabalho é a independéncia linear dos gradientes das
restrigoes ativas (LICQ, do inglés Linear Independence Constraint Qualification), que serd

definida a seguir.

Defini¢ao 3.1. (LICQ) Dizemos que um ponto x € Q satisfaz LICQ se {Vh;(x);i =

L..,m}U{Vg(x);i € I} é um conjunto linearmente independente.

Na Figura 4 é possivel observar que os gradientes das restricao ativas sao linearmente

dependentes e, portanto, nao satisfazem LICQ.

Apesar do minimizador no Exemplo 3.3 nao satisfazer exatamente as condigoes KKT,
elas podem sempre ser aproximadas em um certo sentido. Veja que, se no exemplo anterior
consideramos a sequéncia (z*) = <1 /VE, 1/ k:> > 0 e as sequéncias de multiplicadores

definidas por u} = 1/322 e pk = 1/322, vamos obter
g1 (z") = — (1/%)3 +1/k=0 e gz =~-1/k<0
verificando que (z*) é uma sequéncia de pontos vidveis. Além disso,
min{u, —g1(x*)} <er e min{py, —ga(x")} < ey

onde ¢, > 0, comprovando que (x*) cumpre a complementaridade das condicoes

aproximadamente KKT (mais detalhada no préximo capitulo). Por fim,

V(@) + Vg (x®) + po V() =
(1,0) +1/3(2})*(=3(x})? 1) + 1/3(2F)?(0, —1) =
(1—1,1/3(2})* = 1/3(2)?)

(0,0).
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Ou seja, existe uma sequéncia (z*) — 0 que “aproxima” KKT. Assim, o limite
x* = 0 da sequéncia (x*), serd chamado de ponto aproximadamente KKT (AKKT). Essa
condicao é o que chamamos de uma condicao sequencial de otimalidade, que veremos com

detalhes no préximo capitulo.



4 Condicoes sequenciais de
otimalidade

Na pratica, sao utilizados métodos iterativos para resolver problemas de otimizagao
onde, a cada iteragao, deve-se averiguar se o iterando é solugao (ponto KKT') do problema.
Em geral, é dificil, ou mesmo impossivel, atestar otimalidade de maneira exata. O que
se faz é interromper a execugao do algoritmo quando alguma condi¢ao de otimalidade
é aproximadamente satisfeita. As condigoes sequenciais de otimalidade nos fornecem as

justificativas tedricas que formalizam esta pratica.

4.1 A condicao Aproximadamente KKT (AKKT)

No fim do capitulo anterior vimos que, apesar da solu¢cao da PNL nao satisfazer KKT,
seu minimizador pode ser aproximado por uma sequéncia. Os elementos dessa sequéncia

cumpre aproximadamente as condi¢coes KKT, as quais serao apresentadas a seguir.

Dizemos que z* é ponto AKKT se existem sequéncias (z*) — =*, (\¥) c R™,

(u¥) C RP e g, — 0 tais que, para todo k,

m p
IVF(@") + Y NVhi(®) + ) ufVah)| < e (4.1)
i=1 i=1
Para todoi=1,....,p, |min{uf, —g(z")}| < e (4.2)
Para todoi=1,...,p, u¥ > 0. (4.3)

Em qualquer vizinhanga de um minimizador local podem ser encontrados pontos que
satisfazem as inequagoOes acima, para qualquer e positivo, como demonstraremos no

Corolario 4.1 a frente.

A expressao (4.2) é uma versao aproximada da complementaridade (3.4) das condigoes
KKT. De fato, dado que p; > 0, min{u;, —g;(x)} = 0 é equivalente a (u; = 0 e g;(x) < 0)

ou g;(x) = 0. H& outras formas de representd-la, por exemplo, exigindo |g;(z")uf| <

20
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e para todo i. Exigir que o produto va para zero é mais do que (4.2). De fato, o
produto esta presente em uma condicao sequencial mais forte que AKKT, conhecida
como AKKT complementar (CAKKT) [8]. No entanto, o minimo presente em (4.2) é
mais numericamente estavel que o produto: quando g;(x*) — 0, ndo importa quao rdpido
p¥ vai para infinito, o minimo sempre tenderd a zero; enquanto que para o produto niao

temos essa garantia (por exemplo, se —g;(x*) = 1/k e p¥ = k?).

O seguinte teorema nos mostra que AKKT é uma propriedade dos minimizadores que

independe de hipoteses adicionais, como necessita KKT.

Teorema 4.1 (Teorema 4.1 de [3]). Seja «* minimizador local do problema (P). Entdo

existem sequéncias (x¥) C R", (\*) C R™, (u*) C RE, tais que

1. lim x* = x*.

k—oo
m p
2. lim Vf(a¥) + 3 AVhi(a®) + 3 1 V(@) = 0.
0 i=1 i=1
3. lim [a(@)] = lim g(a*).| = 0.
—00 k—o0
4. Para todo i = 1,...,p e para todo k € N, g;(x*) < 0 = u¥ = 0. Em particular,

klim | min{u¥, —g;(*)}| = 0 para todo i.
—00

Demonstrag¢ao. Se x* é minimizador local de (P), entao existe uma vizinhanca ||z —a*|| <
0 tal que * é minimizador global para algum ¢ > 0. Logo, * é a tnica solu¢ao global

do seguinte problema:
1
minimizar f(x) + §Ha: —x*|| sujeito a h(x) =0,g(x) <0, ||z — x| <. (4.4)

Aplicando o Método de Penalidade Externa em (4.4), em cada subproblema devemos

minimizar uma func¢ao que é continua num conjunto compacto:
o * Pk
minimizar f(z) + 7 |l@ — 27" + Z-([h(@)[* + llg(2)-|)

sujeito a || — x*|| < 6.
Portanto, existe solucdo global ¥ para todo k € N.

O Teorema (3.1), relativo a convergéncia do método de penalidade externa, indica

que

lim z* = =*.
k—o0
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Assim, tendo ||z — x*|| < § para k suficientemente grande, podemos dizer que z* é um

ponto interior do subproblema e o gradiente da fungao objetivo deste subproblema deve

ser zero. Ou seja, para todo k € N suficientemente grande,
V(") + Vh(z")[prh(z")] + Vg(@") g (") 4] + (& — ) = 0.
Definindo A* = pyh(x*) e p* = prg(z*). e sabendo que kll_)rilo |z* — x*|| = 0, vamos obter
Jim Vf(x®) + Vh(zF)A" + Vg(x")u* = 0.

Com relagao a complementariedade, basta observar que p* = prg(x*), fornece uf = 0 se

gi(z*) < 0. O

Corolario 4.1. Suponhamos as hipoteses do Teorema 4.1. Seja € > 0. Entao, existem

xeR™ N eRparai=1,2,....m e u; € Ry parai=1,2,....p, tais que

Il - <,
m P

2 |Vf@) + S AVh(@) + 3 pVa(a)] <e.

3. Ih@)| < <. lg(@)s ]| <.

4. Para todo i =1,....,p, | min{u,;, —g:(x)}| < e.
Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 4.1. O

Assim, podemos dizer que x* vidvel é um ponto AKKT se, para todo ¢ > 0, existem
T, X e p > 0 satisfazendo os itens do Corolario 4.1. Ademais, o Corolario 4.1 nos diz que

todo minimizador local é AKKT e, portanto, aproximavel por pontos &.

Exemplo 4.1. Neste exemplo, apresentamos um problema simples onde AKKT é bom,

isto é, consegue descrever corretamente minimizadores em que KK'T falha:
minimizar x sujeito a ? < 0.

Note que a tnica solugao z* = 0 é o Uinico ponto viavel.
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Figura 5: Figura para o exemplo 4.1

Porém, nao existe 1 que permita x* satisfazer as condigoes KKT pois
o'+ p(a?) =1+ p(2z)

e ¥ = 0 fornece
14+ p(2-0) #0.

O que pode ser feito é se aproximar tais condigoes. Veja que se z < 0 entdao u = —1/2x > 0

resolve

o'+ p(z?) =1+ p2r) =1+ (—%) (2z) = 0.

Assim, z* é AKKT com as sequéncias definidas por z = —1/k e ux = k/2, k > 2, pois
neste caso | min{ug, —g(xs)} = 1/k* — 0. O

Exemplo 4.2. [9] O exemplo a seguir ilustra um caso onde AKKT pode ser ruim, isto é,
nao caracterizar minimizadores bem. No seguinte exemplo, ha muitos pontos AKKT que

nao sao minimizadores:

minimizar f(x) = (z1 — 1) + (3 — 1)?

sujeito a gi(x) =x129 <0

Pela interpretacao geométrica do problema, na figura abaixo, podemos ver que os pontos
(1,0) e (0,1) sdo os tnicos minimizadores. Apesar disso, vamos mostrar que para esse

problema, todos os pontos viaveis sao AKKT!
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Z/\

| \ikj

1 2

Figura 6: Figura para o Exemplo 4.2

Seja & qualquer ponto viavel. Como ha simetria no problema, vamos admitir, sem
perda de generalidade, que Zo = 0. Assim, se ; > 0 entao as sequéncias definidas por
xF = (71,2(1 — 71)/k), ¥ = k,puf = 0 e pf = kz, — 2 para todo k > 2/, fornecem T
como um ponto AKKT. De fato, é fcil ver que ¥ — Z e | min{u¥, —g;(x*)}| — 0 para

1 =1,2,3, e ainda

V(") + 1V (%) + 1V ge(2) + 1hVgs(z*) =

2(zq — 1)
2<IE2 — 1)

+(kg:1—2)[_01 =

2@1_1)+k2(1_/j1) |

_ . _
2<2( kx1>—1)+k:i1—k:7:1+2

221 —1) —2(z1 — 1) 0 [ 0
1—7 = 1 -4 = | =0

Agora, se Z; = 0 entao as sequéncias definidas por &% = (2/k,2/k), ub =k, uf =0 e

X2

+k +0

T

2(1‘2 — 1) + kal — (k‘fl — 2)

[ 2(zy — 1) + ko ]

p% = 0 para todo k > 1 também nos retornam Z um ponto AKKT. Novamente, % — Z,

| min{z¥, —g;(x*)}| — 0 parai =1,2,3, e
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V(") + pi Vg (2®) + p5Vga(x") + 15V gs(2*) =

[ 2z, — 1) ~1 ]

i) 0

+k +0 +0

—1

_ 21’1 _ 2.@1 | —0
2132 2.1_32 |

T

2(1’1 — 1) + kl’g
2(.]72 - 1) + k'ﬂ?l

B 2%’1_2—1-]62/]6
2%2—24-]{?2//{7

]

O problema do exemplo anterior contém restri¢oes do tipo a(x) > 0, b(x) > 0,
a(x)Tb(x) < 0, que sao conhecidas como restrigoes de complementaridade. Este tipo de
restricoes tém alto grau de degeneracao, e portanto é de se esperar que AKKT nao seja
adequado. De fato, problemas com esse tipo de restri¢oes exigem uma teoria adequada

propria, assim como condigoes sequenciais especificas [10].

Exemplo 4.3. (Observagao 3.1 de [11]) Considere o seguinte problema convexo:

minimizar f(x) =2

sujeito a h(x)
2

T
g(x) { (23— 12+ 42?2+ 27 - 1| <0.

Sabemos que em problemas convexos KKT é suficiente até mesmo para otimalidade

global [1]. Apesar disso, vamos mostrar que para este exemplo AKKT nao é.

Repare que conjunto vidvel é [—1,1] x {0} e o ponto (—1,0) é o tinico minimizador.
De fato, pela restricao de igualdade devemos ter zo = 0. Substituindo na restricao de

desigualdade, obtemos /(2?2 — 1)2+ 2% — 1 = 0, que implica 7; € [—1,1]. Afirmamos que

a sequéncia ¥ = (—1/k, 1/k) com sequéncias de multiplicadores adequadas satisfazem as

condigoes AKKT. Evidentemente, {#*} nio converge para o minimizador (—1,0).

Os gradientes das fungoes neste problema sao dados por

,Vh(z) = [(1) e

Vy(z) = Az )
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onde t(x) = 2 (\/(x% —1)2 + 422 + 23 — 1>. Assim, a substitui¢ao por x* fornece

V(@) + NVh(zh) + 1"V (a®) =

(-5)

-1

k ) 1 2+4

N k2 k2
1\* 4

1—ﬁ + 3

) >0, e devemos ter pf > 0. Como t(—1/k,1/k) >0 e

(%)

+ 1

E TN

Veja que para todo k temos g(x

<1,

entdao t(x¥)a(x*) < 0. Logo, podemos definir u* = —[t(z*)a(x*)]"! > 0. Definindo

(
N = bt )b(a

*) segue que

V(") + N'Vh(a®) + p"Vg(z") = 0

para todo k. Além disso &* — (0,0), h(x*) — 0 e g(x*) — 0. Portanto, (0,0) é AKKT

mas nao € solucao do problema. O

4.2 Da condicao sequencial para KKT

AKKT é uma versao aproximada de KKT, que, como vimos, diferentemente de KKT,

é satisfeita sobre qualquer minimizador de (P) independentemente de hip6teses adicionais.

E interessante, no entanto, conectar AKKT com o conceito pontual KKT. Em primeiro
lugar, é trivial ver que todo ponto KKT é AKKT (basta tomar sequéncias constantes iguais
a (x*, A,
todo ponto AKKT é KKT. Nos perguntamos entao sob quais condigoes (de regularidade)

p*)). A reciproca nem sempre vale, como vimos no Exemplo 4.1. Ou seja, nem

um ponto AKKT ¢é também KKT, isto é, quais condig¢oes CQ (condigao de qualificagao)
satisfazem “AKKT A CQ = KKT”. Note que uma tal CQ é uma condicao de qualificagao

pois se * é minimizador e satisfaz CQ, entao pelo Teorema 4.1, * é KKT.
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Uma dessas condicoes é a independéncia linear dos gradientes das restricoes ativas
(LICQ). O teorema a seguir mostra que sob LICQ, um ponto AKKT é de fato KKT.

Apontando assim, a conexao entre condicoes sequencial e pontual.

Teorema 4.2. Se x* é um ponto AKKT de (P) que satisfaz LICQ entao x* é KKT.
Demonstracdo. Sejam as sequéncias (z¥) C R”, (AF) ¢ R™, (u*) C R, tais que

e lim x;, = x*,
k—o00

m p
lim Vf(a*) + 30 MVhi(ab) + 3 pfVgi(z") = 0,
—00 i=1 i=1

Jim [[a(®)]| = lim flg(z*)[| =0,
—00 k—o00

Para todo i = 1,...,p, lim |min{u¥, —g;(z*}| = 0.
k—ro0

Vamos definir M, = ||(1, \*, u¥)||o para todo k e considerar dois casos:

Caso 1: Se {M;} possui subsequéncia limitada, entdo (A*) e (u*) possuem
subsequéncias convergentes. Tomando tais subsequéncias e passando ao limite concluimos

que x* é KKT independentemente de LICQ.

Caso 2: Se {M}} nao possui subsequéncia limitada, dividindo o segundo limite por
Mk?

V() s N By, N by
B T 2 g ) 2 g Ve =0
teremos
. - )\f k - Mf k
]}i)rrolo ' thi(:c )+ E Mngi(m ) =0.

i=1 i=1
Observe que (Aj/My) e (uf/Mjy) so limitadas para todos i,j e, pela definicao de My,

pelo menos uma dessas sequéncias nao converge a zero. Também, note que as restrigoes

p ok

. . - 1

inativas nao aparecem em »
i=1 My,

limite da complementaridade. Logo, a expressao anterior leva a uma combinacao linear

Vgi(x*) para todo k suficientemente grande, devido ao

nula e nao trivial dos gradientes das restri¢oes ativas, contradizendo LICQ. [

Uma condi¢ao menos exigente (na verdade, a menos exigente possivel em certo sentido)
é a Condicao de Cone Continuidade (CCP, do inglés Cone Continuity Property) [12]. Cabe
ressaltar que CCP sempre vale quando as restricoes sao lineares. Pontos que cumprem
uma CQ menos exigente nos dao uma condi¢ao de otimalidade mais forte, o que aumenta

as chances de tais pontos serem minimizadores.
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Como vimos, a maioria dos algoritmos desenvolvidos para resolver um PNL sao
iterativos. Tais implementacgoes devem incluir critérios de parada que testam na iteracao
atual se estamos proximos a uma solugao. O procedimento feito é justificado teoricamente
porque, como provamos no Teorema 4.1, todo minimizador local é um ponto AKKT.
Assim, as condigoes (4.1)-(4.2) da definicdo de AKKT servem como critério de parada
para algoritmos. E o caso do método de Lagrangiano aumentado que veremos no préximo

capitulo.

4.3 Outras condicoes sequenciais de otimalidade na
literatura

Existem na literatura outras condigoes sequenciais, mais fortes que AKKT.
Geralmente, elas sao descricoes inexatas das condi¢coes KKT, como a prépria condicao
AKKT. Dentre elas, destacamos AKKT positiva (PAKKT, do inglés Positive AKKT) [9]
e AKKT complementar (CAKKT, do inglés Complementary AKKT) [8]. Uma outra
condi¢ao que segue esse mesmo principio é a condi¢ao AKKT forte (SAKKT, do inglés
Strong AKKT). Basicamente, todas essas condi¢oes diferem entre si na forma como

aproximam a complementaridade. Veja [2] para detalhes.



5 Algoritmos: convergéncia global
via condicoes sequenciais de
otimalidade

As condicoes sequenciais de otimalidade tém sido usadas no estudo da convergéncia de
algoritmos praticos, na medida em que se demonstra que eles geram pontos AKKT. Veja
por exemplo [4, 8,9, 12-17]. Assim, se supormos que os pontos gerados por tais métodos
satisfazem, por exemplo, LIC(Q, entao estes pontos também sao KKT. De qualquer forma,
independentemente da validade de condigoes de qualificacao, a prépria condicao sequencial

AKKT é um atestado de qualidade do ponto gerado.

5.1 Lagrangiano Aumentado

Vimos que o Método da Penalidade Externa é pouco utilizado na pratica. Porém, o
seu conceito serve como uma ideia para muitos outros métodos, proveniente de alguns
ajustes. Por exemplo, o parametro p; pode aumentar muito e causar instabilidades
numéricas. Podemos tentar evitar que p aumente demais, aumentando-o somente caso seja
necessario. Desse modo, podemos aumentar p; se a medida de inviabilidade avaliada em

k

¥ nao for menor que a medida de inviabilidade avaliada em x*~!

, em outras palavras,
se na iteracdo corrente ||h(z")|> + |lg(®) ]| < [[h(=*H)||* + |lg(="1),||* entdao ndo

aumentamos o valor de py.

Além disso, sempre nos aproximamos da solugdo do problema por meio de uma
sequéncia de pontos nao viaveis. Isso pode causar uma certa inseguranca a respeito
da viabilidade do limite da sequencia gerada e, além do mais, pontos nao viaveis como
resultado, na pratica, nao tém utilidade alguma. Podemos mitigar esse fato fazendo um
pequeno “deslocamento” da regiao viavel, para que haja a chance de alguns elementos
da sequéncia {x*} gerada pelo método estarem, de fato, na regiao vidvel. Portanto, ao

invés de considerarmos a medida de inviabilidade dada por ||h(x*)|*> + |lg(z*), %, vamos

29
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ke wk, isto é, a nova medida de inviabilidade

denota-la com desvio em relacao a vetores v
serd dada por [[h(z*) — v*|* + [[(g(z") — w").[*

Entretanto, ndo é conveniente que v* e w* sejam grandes demais, do contrario

terfamos um grande deslocamento da regiao vidvel e estariamos resolvendo um problema
diferente do original. O ideal é que v — 0 e w* — 0. Assim, podemos aproveitar do

fato de que py — 0o e definir

1

onde A\! € [Mins Amaz), Para todo i = 1,...,m e il € [0, fimaz), para todo i =1, ..., p.

g2(x) <0

g2(x) —wy <0

gi(w) —w; <0

gi(x) <0

Figura 7: A figura representa a regiao viavel original e a do subproblema, que é deslocada
por w* = —u*/pp, pr. > 0. A minimizacio no subproblema ocorre em relagio ao problema
deslocado (restrigoes com w). O iterando x*, solugoes do subproblema, estd préximo a
k

regiao hachurada. Note que, em relacao ao problema original, sem deslocamento, " ¢

viavel.

E com essas ideias que obtemos o Método do Lagrangiano Aumentado. A funcao

Lagrangiano aumentado é definida por
m

L(z, A 1) = flx) + g {Z {hi(a:) + %r > {gi(w) n &r } .

=1

Na iteracdo k do método, para dados p, > 0, " e S\k, obtemos um candidato x* a

minimizador da fungao acima (em x), isto é,

S Vit + fp (hxw’“) ¥ ﬁ) Vh(ah) + Y o (gxcc’f) ¥ ’“‘—Z)+ Voi(at) = 0

Pk



5.1 Lagrangiano Aumentado 31

m p

= V(@) + ) [N+ pehi(@®) Vhi(a®) + > [k + prgi(@®)] Vi) = 0.
i=1 i=1
Os termos A¥ + prhi(x¥) e ji¥ + prgi(x¥) acima fazem o papel de multiplicadores de
Lagrange de (P). Logo, na aplicagdo do método podemos atualizar as estimativas de

k+1

multiplicadores \*! e i*+! da préxima iteracio da seguinte forma: calculamos

ML= NP L pehi(2®),Vi=1,...om | pi T =08 4 pegi(x®),Vi=1,..,p

NHL o gk
K3

e A iguais as projecoes de AFT! Rl

e fazemos e p; " mnos intervalos [Amin, Amaz]
e [0, fmaz], Tespectivamente. Assim, A e ji imitam os multiplicadores da solugdo de
(P) (multiplicadores projetados). O fato de utilizarmos projegdes tais estimativas, que
sao limitadas, é conhecido como estratégia de salvaguardas. Assim, enunciaremos o
método Lagrangiano aumentado com salvaguardas. Por simplicidade, omitiremos o termo

“salvaguardas” daqui para frente.

No seguinte exemplo pode-se observar a relevancia dos ajustes incluidos no método
da Penalidade Externa. Em seguida, apresentamos o método do Lagrangiano aumentado

no Algoritmo 1.

Exemplo 5.1. Vamos retomar o problema do Exemplo 3.1,
minimizar f(z) =z sujeito a g(z) =—x <0.

Vimos que o Método da Penalidade Externa (sem deslocamento) deve executar “infinitas”
iteragoes para atingir a solucdo x* = 0. Ao aplicar o método com deslocamento o
subproblema consistira em resolver

S pr ik 9 ..
minimizar x + _(ﬁ — )7 sujeitoa xR

Sejam dados iy = 0,p1 = 1 e g = —2. Suponha que x < 0. Na primeira iteragao (k = 1)

devemos resolver o subproblema:

P11 2
( o )

1
minimizar r + — )L =z+ 51‘ sujeito a x € R.
Assim, derivando a funcao objetivo do subproblema e igualando a zero obtemos

l+r2=0=2=-1

Logo, 1 = —1. Note que x; < 0, o que é compativel com a hipdtese. Vamos prosseguir

com o método atualizando os parametros da nova iteragao.
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Novo multiplicador projetado:
fiz = (fi1 — prv1)+ = 1.

Novo penalizador: note que a viabilidade melhorou pois (—z1)y =1 < 2 = (—x¢)+.

Entao manteremos o valor

p2=p1 =1
Desta forma, supondo x < 1, avangamos para a proxima iteracdo (kK = 2), onde o
subproblema consistird em resolver:
il 1
minimizar z + &(& —x)i =x+ 5(1 —1z)? sujeitoa x€R.
P2

Novamente, derivando a fungao objetivo e igualando a zero, temos
1-1-2)=0=2=0

Portanto x5 = 0 e chegamos na solucao com apenas 2 iteracoes. Ressalta-se que ja
conhecemos a solucao do problema, mas o método em si, nao conhece. Assim, as execugoes

do método devem parar apds verificar que x5 = 0 é um ponto KKT. O

Algoritmo 1 Lagrangiano Aumentado

Entrada: z° € R" um ponto inicial arbtrario, 7€ [0,1), 7 >1, —00 < Apin <
Mgz < 00, flmaz >0, p1 >0, A € Nnin, Amae)Vi = 1, com, i} € [0, thanaz] Vi =

1,...,p, uma sequéncia (&) C R, com limy e, = 0.

Saida: x*.

Passo 1: Inicializacao.

k < 1. Definir V° = g(z°),.

Passo 2: Resolu¢ao do subproblema

Calcular * € R™ satisfazendo

_ N
||szPk(mk7l“l’k?A )H < ¢k

Passo 3: Estimar multiplicadores



5.1 Lagrangiano Aumentado 33

Para todo ¢ = 1, ..., m, calcular

A= A7+ preha(2®) e A€ [Min, Amaa)-

Para todo i =1, ..., p, calcular

_k
it = max{0, i + pegi(x®)}, BT € [0, pnaz] € V) = max {gi(a:k), _/;_Z} .
k

Passo 4: Atualizar parametro de penalidade

Se
max{||f(a")]|oc, [|VF[loc} < 7max{[|R(z" )|, [V oo},
definir
Pk+1 = Pk-
Senao, definir
Pk4+1 = 7V Pk-

Passo 5: Nowa iteracao

Atualizar k& < k + 1. Voltar a Passo 2.

O teorema a seguir garante que o método do Lagrangiano Aumentado gera pontos
AKKT de (P).

Teorema 5.1. Seja {x*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1.

1. Se x* é um ponto de acumulacio de {x*} widvel, entdo x* é ponto AKKT do

problema original (P);

2. Se x* é um ponto de acumulagio de {x*} (ndo necessariamente vidvel), entio x* é

ponto KKT do problema de inviabilidade
min [|h(2)[[; + lg(=)+ 5. (5.1)

Demonstracao. Para a demonstracao dos dois itens, consideremos dois casos:

Caso 1: {px} é limitada. Neste caso, a partir de certa iteragao ocorre

max{||R(* ) [loo, V) loo} < 7max{||R(a*) o, [V*)llc}, onde0 <7 <1,
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isto é, o teste de viabilidade deu certo para todo k suficientemente grande. Assim,

lim Hh(a:k)Hoo =0 e lim HVkHOo =0.
k—o0 k—oo

Ou seja,
h(z*)=0
e se gj(x*) > 0 entdo
gj(:ck) > gj(; ) >0
Assim
g;(x")

-2

o que é um absurdo, pois desta forma teriamos V]k - 0. Portanto,
gj(x*) <0 paratodoj=1,...p

e * é um ponto viavel, independentemente da hipotese do item 1. Além disso, a sequéncia
{pr} e as sequéncias de multiplicadores projetados {S\HI} e {1}, do Passo 3, sdo

limitadas. Portanto, admitem subsequéncias convergentes. Ademais, note que no Passo 2
_koxk
vaka (wku /J’k7 )‘ )H S 8k7

e note também que ij — 0 garante que tenhamos complementariedade no limite, isto é,

para todo j =1,....p
[ minyif, —g;(@)}] = 0.
Concluimos assim que x* é ponto AKKT de (P). Este ponto também serda KKT do

problema de inviabilidade

min [|h(2)[[; + lg(2)+ 5
pois ele é viavel, e logo minimizador global deste problema irrestrito.

Caso 2: {px} é ilimitada. A partir da aplicacao do método, sabemos que
IVaLo (. 55 A < e
Agora, para que tenhamos AKKT precisamos mostrar que
| min{yf, —gi(2")}] < e,

onde g, — 0. Se g;j(z*) — 0, de fato, temos a inequagao acima. Se considerarmos que

k—1 g;(x")
J= T

gj(xz*) < 0, como {@*} é limitada e como g;(x < 0 para todo k grande
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entao

Prk—1
2

Logo, pf = [~ + prg;(x*~)]+ = 0 para todo k grande, concluindo que * é um ponto

AKKT de (P).

,a?il + ,Okflgj(ickil) < ﬂ?il + gj(a:*) — —0Q.

Resta mostrar que * é ponto KK'T do problema de inviabilidade. Para isso, tomemos

mePk (mkv ﬂ’k7 Xk) = 0

onde klim |6%]] = 0. Dividindo por pj obteremos
— 00
Vi) | [)\1; k } k - [,UI'C k } ke Ok
Pk Zpk (@) <)izlpk ()+()Pk
Passando ao limite e depois multiplicando os termos por 2, vem
m p
S 2fhu(e)|Vhi(a) + 3 2loi(a)]. Voi(a) = 0.
i=1 i=1
Ou seja, o gradiente de
m p
Y @)+ (@) = [h(@)]I3 + lg(@) 3
i=1 i=1
se anula em x*. Portanto * é um ponto KKT do problema de inviabilidade. O

O teorema anterior diz que o Algoritmo 1 gera pontos AKKT. Com isso, sua
convergéencia a pontos KKT fica automaticamente estabelecida com a condicao de
independéncia linear dos gradientes das restricoes ativas, pela aplicacao direta do

Teorema 4.2.

Corolario 5.1. Se x* € ponto de acumulagdo vidvel da sequéncia gerada pelo Algoritmo 1
e satisfaz LICQ, entao x* é ponto KKT de (P).

Como comentado na secao 4.2, existem outras condigoes de qualificacao menos
exigentes que LICQ associadas a AKKT. A menos exigente possivel, conforme
comentamos no capitulo anterior, é a condi¢do de cone continuidade (CCP). Como o
Teorema 5.1, item 1, conecta a convergéncia do método a condicao AKKT, fica também
estabelecida a convergéncia do Algoritmo 1 com a condi¢ao CCP. Este resultado é muito
mais forte que o Corolario 4.1. Porém, neste trabalho, nao abordamos a condicao CCP.

Para maiores detalhes, consulte [17].
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Existe a chance dos pontos gerados pelo Algoritmo (1) nao serem viaveis.
Basicamente, o Teorema 5.1 item 2 diz que, se &* nao é um ponto viavel, entao é
provavelmente um minimizador da inviabilidade, ou seja, * é um bom candidato a solucao
do problema de inviabilidade (5.1), que visa minimizar a violagdo das restrigoes. Isso é
especialmente 1til quando estamos tentando resolver um problema inviavel: o algoritmo

retornard, com grande chance, aquele ponto com menor inviabilidade possivel.

5.2 Notas

As condigoes sequenciais nao estao associadas apenas ao método do Lagrangiano
Aumentado. Outros método também geram pontos AKKT. Dentre eles podemos
mencionar os métodos de programacao quadrética sequencial desenvolvido em [18] e de

pontos interiores apresentado em [19].

Apesar do grande potencial das condigbes sequenciais em generalizar o estudo da
convergencia de diferentes métodos, como demonstrado nas referéncias deste capitulo,
nem todo algoritmo gera uma sequéncia/ponto AKKT. Recentemente, demonstrou-se
que o método de Newton-Lagrange pode falhar em detectar convergéncia usando as
medidas de proximidade a solucao tipo AKKT [20]; por outro lado, nao se sabe se sua
versao “estabilizada” — muito usada na pratica — gera AKKT. Ainda assim, condi¢oes
sequenciais seguem atraindo a atengao da comunidade cientifica. Recentemente, condigoes
sequenciais foram definidas para problemas particulares, como programacao matematica
com restricoes de complementaridade, problemas multiobjetivo e equilibrio de Nash. Mais
ainda, estao sendo levadas a contextos gerais, como programagao conica e otimizagao em

espacos de Banach.



Conclusoes

Neste trabalho falamos especificamente da condicao sequencial de otimalidade
conhecida como Aproximadamente KKT (AKKT). Tal condigdo é comumente utilizada
na pratica numérica como forma de obter as condi¢oes KKT de forma aproximada. Sua
aplicacao também possui justificativa tedrica e funciona bem para muitos problemas.
Vimos também que todo minimizador local é um ponto AKKT e que um ponto AKKT sob
a condicao de qualificagao LICQ também é um ponto KKT. H4 também outras condigoes
sequéncias na literatura, que nao foram abordados neste trabalho. Um dos métodos
mais conhecidos que geram pontos AKKT é método do Lagrangiano Aumentado definido
em [5]. Falamos sobre a sua construgao e argumentamos que ele gera naturalmente pontos
AKKT.

Diante disto, podem ser estudados também a aplicacao das condigoes AKKT em
outros métodos de otimizagao, outras condigoes sequenciais de otimalidade (por exemplo,
as que foram citadas no trabalho), a aplicagao de tais condigoes em distintos problemas,
os resultados ao implementar e utilizar como critério de parada diferentes condigoes
sequencias de otimalidade e também uma comparacao na aplicagao em diferentes métodos

de otimizacao.

O leitor interessado no tema das condigoes sequenciais pode consultar o livro de

Martinez [3], o artigo [9] e suas referéncias.
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