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11.2 Método geral de descida com convergéncia global

Dados z° € R®, ¢ >0, >0, 0 € (0,1), n€ (0,1). Inicialize k < 0

PARE

Calcule d* tal que
Vf(z*)tdk < —0||Vf(2¥)||||d*|| (condicio do angulo)
|a"|| = BIIV f(z")]| (condicao B)

v

tr 1
E—k+1 - th ¢ /2
T iy t | (backtracking)
e SIM Armijo? *
x =T k
fak +txd¥) < f(@8) +tin V) | [y o, NAO
! NAO T SIM

. Calcule o~passo tq,d.a 4{% € 0. 1%, 0.9t ?}
interpolagao quadratica

Algoritmo 11.1: Esquema geral de descida.

No teorema a seguir, analisamos a convergéncia global do Algoritmo 11.1. Para tanto, negligenci-
amos o critério de parada ||V f(z*)|| < e, permitindo que uma sequéncia infinita seja gerada.

Teorema 11.1 (Convergéncia do esquema geral de descida). Suponha que f seja continuamente
diferencidvel. Seja x* um ponto de acumulac¢io da sequéncia {x*} gerada pelo esquema geral de
descida (Algoritmo 11.1), desconsiderando o critério de parada. Entdo

Vi(z*)=0.
Demonstracdo. Seja {z¥}ren,, N1 C N, uma subsequéncia convergindo & z*. A prova serd dividida
o0

em dois casos:

Caso 1: |[tpd*|| > e, para algum ¢; > 0 e infinitos k € Ny, digamos, k € Ny C N;. Das
oo

condicoes de Armijo e do angulo, temos, para todo k € N,
F@*h) = f(a® + td®) < f(@P) + eV f(2") "
< F(@*) — tand |V £ 1dF] < f(a*) = noed| V£ (@),
0 que implica

kY _ k+1
IV F(H)] < W Wk € Ny,

Como V f(x*)td* < 0et; > 0, a condigio de Armijo obriga a sequéncia {f(z*)} ser ndo crescente.
Portanto, se p(k) > k+ 1 é o indice em Ny logo apds k, temos

0< f(a*) = f@*h) <o < fa®) = f@P™),

donde segue que

b = far®)

Vi) < L& - Ve Ny,

Como limpen, f(2F) = limgen, f(xP®) = f(z*), concluimos da desigualdade acima que
limpen, VF(2F) =0, e assim Vf(z*) = 0.
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Caso 2: limgey, |[txd¥|| = 0. Consideramos dois subcasos:

Caso 2.1: t, =1 é aceito infinitas vezes, digamos, para k € N3 C N;. Neste caso, s6 pode
o0

ser limpen, [|d*|| = 0. Assim, da condigao § segue que
V()| = lim |Vf(z")] < lim Il -0,
kENS; T keNs f

o que implica V f(z*) = 0.

Caso 2.2: t, = 1 é rejeitado para todo k > kg, k € N;. Para cada um desses indices k,
seja t;, o passo rejeitado imediatamente antes do passo aceito t; < 1. Independentemente se tj,
foi calculado por interpolagao quadratica ou backtracking, t;, satisfaz as salvaguardas em relacao a
tentativa anterior ty, isto é,

tr € [0 15}@,0 91?]@]

Em particular, t; > 0.1%, e logo, para todo k > ko, k € Ny, temos |txd*|| < 10|/txd*||, o que
implica

klél]lvll |Exd®| = 0. (11.1)

Pela definicao de £, a condicdo de Armijo falha nestes passos, isto é,
f@® + tpd®) > f(2®) + GV F(2F)d®, VE > ko, k € Ny. (11.2)
Da inequacdo acima segue que d* # 0 para todo k € Ny, k > kg. Como os passos gerados pelo

2, ~ oy ~ . ~_ k , . JER T . .
método sao sempre positivos, a sequéncia % estd bem definida e é limitada, visto que todos

seus termos tém norma igual a 1. Considere assim um ponto de acumulagdo seu, digamos
tpd®
= lim ——
kENs ||tpdF]’

*

onde Ny C NyN{k |k > ko}. Da condigdo do dngulo temos

Vih)

tpd® tpdk
o) H 0|V £()]

Fed ] = k¥
para todo k € N4. Passando ao limite sobre N4, obtemos da continuidade do gradiente de f que
V(@) < =0)|V f (") (11.3)
Fixado k € Ny, defina a fungdo em uma varidvel
©(6) = f(a" + 6td").

Aplicando o Teorema do Valor Médio relativo ao intervalo [0,1], garantimos a existéncia de um
0, € (0,1) tal que
1) —#(0)
/ 6 — (p(
©'(6x) =0

0 que implica 3 } )

Vf(ah 4 0ptpd®) (Tpd®) = f(a* + £pd®) — f().
Dividindo esta expressdo por ||{d*|| e usando (11.2), obtemos

tpdk
l[txd®(|

tyd®

k\t
nVf(z") ] =

< Vf(ak + 6ptpd®)!

Isso vale para todo k € Ny. Como 6, € (0,1) para todo k € N3 e limpen, ||t1d*| = 0 por (11.1),
passamos ao limite sobre N3 na expressio acima para obter nV f(z*)tv* < Vf(z*)tv*. Como
n < 1, deve ser Vf(z*)'v* > 0. Com isso, a expressao (11.3) implica

=0V (=) =0,

donde segue que V f(z*) = 0 visto que € > 0. Isso conclui a demonstragao. O
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11.3 Método do gradiente

Uma primeira especializacdo do método geral de descida é relativa & escolha d* = —V f(z¥). O
método resultante é chamado método do gradiente. A escolha d* = —V f(2*) naturalmente satisfaz
as condigoes do angulo e 3, conforme o resultado a seguir, cuja demonstragao é trivial e ficard a
cargo do leitor.

Lema 11.1. Suponha que f seja diferencidvel em x e seja d = —V f(x). Entao
1. Vf(z)td < =0V f(x)||||d|| para todo 6 € (0,1);
2. ||l = BIIV f (@) para todo B € (0,1].

O lema acima permite negligenciar a condigao do angulo e escolher S = 1 no esquema geral de
descida (Algoritmo 11.1). O método resultante é resumido no Algoritmo 11.2.

Dados 2° € R, € >0, 7 € (0,1). Inicialize k < 0

PARE
E—k+1 P te < 1k /2
T In t 1 (backtracking)
— ——— - Armijo? 1
€T =T k
fak +txd¥) < f(@8) +tin V) | [y, NAO

J ko Fom
Calcule o passo t, da
. g < t, € [0.1ty, 0.9 ?}
interpolagao quadratica g € [0-1t, 0.9%]

Algoritmo 11.2: Método do gradiente.
Como o método do gradiente é um caso particular do esquema geral de descida, goza da mesma
convergéncia global descrita pelo Teorema 11.1.

Teorema 11.2 (Convergéncia do método do gradiente). Suponha que f seja continuamente dife-
rencidvel. Seja x* um ponto de acumulacio da sequéncia {x*} gerada pelo método do gradiente
(Algoritmo 11.2), desconsiderando o critério de parada. Entdo

Vi(z*) = 0.



