Capitulo 12

Método de Newton

Dados z° € R™. Inicialize k + 0

>
>

A4
Calcule a diregao de Newton d;
resolvendo o sistema V2 f(z¥)dy = -V f(aF)

'

oh = gk 4 gk,

A

k+—k+1

Algoritmo 12.1: Método de Newton.

12.1 Convergéncia local
Dada uma matriz quadrada A, lembre-se que a norma de A é dada por

[A]l = max [|Az|
lell=1

onde ||Az|| é norma usual do vetor Az. Neste caso dizemos que a norma matricial || - || é induzida
pela norma correspondente || - || de vetores. Nesta secdo, | A|| indicard a norma matricial induzida
pela norma euclideana de vetores.

Exercicio: Mostre que

1. || - || é de fato uma norma no espago das matrizes, isto é, ||A|| =0< A =0, ||AA| = |A|||A]
ellA+ B[ <[l + Bl

2. || Az| < ||Allljz|| (A matriz, 2 vetor) e | AB|| < [|A||||B|| (A, B matrizes);
3. |lI]| =1, onde I é matriz identidade.
O resultado a seguir é uma versao simplificada do Lema 2.3.3 de [2].

Lema 12.1 (Perturbagdo da identidade). Se F' é uma matriz quadrada tal que ||F| < 1, entao
I — F € ndo singular e ||(I — F)™1|| < ﬁ\F\l
Demonstragio. Se I — F fosse singular, entéo existiria um y com ||z|| = 1 tal que (I — F)y = 0.
Assim, terfamos [|[Fy|| = [ly|| = 1, e logo || F|| = max|, =1 [|[Fz| > ||Fy| = 1, uma contradicao.
Logo I — F é nao singular.

Vamos obter a cota superior para a norma da inversa de I — F'. Primeiro, é facil ver que

N
(ZF’“) (I —F)=1—FN+!,
k=0
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onde F¥ = FF---F (k vezes). Como |[F|| < 1 e ||[Fk|| < ||F||[|F*| < -+ < ||F||*, temos
limy o0 F* = 0, e logo a expressio acima fornece

N
. k _ _
(e )an=r

donde segue que (I — F)~1 = limp 00 Z,If:o FFk. Assim,

N
lim ZFk
N—=o0

k=0

Isso finaliza a demonstracao. O

L

N N
. 71 — < M k < : k — .
(- F) n| < Jm 31 < Jim S IFIF = T

O préximo lema, retirado de [3, Lema 5.4.1], diz que, dada uma matriz ndo singular A,,
qualquer matriz suficientemente proxima é também nao singular, e a norma da sua inversa pode
ser majorada pela norma da inversa de A,. Ele sera 1til na prova de convergéncia do método de
Newton, dado que temos que lidar com a inversa da hessiana de f préximo a solugao.

Lema 12.2. Seja A. matriz quadrada nao singular. Se A € tal que ||A — A,| < m entdo A

¢ nao singular e ||[A7| < 2||A;1.

Demonstra¢ao. Note que
11— AATY| = (A= A)ATH < A= A AT < 1/2.
Aplicando o Lema 12.1 com F =T — AA_! concluimos que AA;! = I — F é nao singular e

1

AA Y Y =T - -AAY < ——— <2
IAAZ = 0 = (= AAI < f e

Como o produto AA;! é ndo singular, A é ndo singular. Da desigualdade acima segue que
AT = AT AATH = AT AATH) T < ATHIIAATD) THE < 21401,
como queriamos demonstrar. O
Finalmente, podemos provar a convergéncia local do método de Newton.

Teorema 12.1 (Convergéncia local do método de Newton). Suponha que f tenha derivadas de
sequnda ordem continuas. Seja x* tal que Vf(z*) = 0 e suponha que V2f(z*) seja ndo singular.
Entdo eziste € > 0 tal que, se ||2° — z*|| < e, vale:

1. A sequéncia "1 = 2% + dk, = 2% — (V2f(2%))"1Vf(aF), k > 0, estd bem definida (isto é,
o0 passo de Newton estd bem definido para todo k > 0);

2. {z*} converge a x* com ordem superlinear;

3. Se a funcdo V2f é Lipschitz continua, isto €, se existe L > 0 tal que
IV2f (@) = VWl < Lllz =yl Yo,y €R",
entio {z*} converge a x* com ordem quadrdtica.
Demonstragio. Como V2 f é continua e nio singular em z*, temos ||[V2f(2*)71|| > 0 e a existéncia
de um ¢ > 0 tal que

lz—2* <e = [V3f(x) - V*f(z") (12.1)

[
V@)
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Assim, tomando ||z° — 2*|| < ¢, o Lema 12.2 garante que z* = 20 — (V2f(2°)) "1V f(2°) estd bem
definido. Por hipétese temos V f(z*) = 0, e logo
|zt — 2| = [l2° — 2™ = V2 f(a°) TV f(z°)]]
= |V (@) -V F(0) (2 — 27) + V f(2°) = V()] (12.2)
< [V2F@@) TNV (@) = V(™) = V2 f(a®) (2 —27)].
Consideremos a fungao ¢ de uma varidvel definida por
p(t) =V f(ta" + (1 —t)z*), te][0,1].
Temos
O (t) = V2f(ta® + (1 — t)z*) (2 — 2¥).
Pelo Teorema do Valor Médio aplicado a ¢, existe ¢ € (0,1) tal que
i (1) —¢(0)
0 que implica
V2f(E" + (1 - Da*) (@ — a*) = Vf(2°) - V().
Usando essa expressdo em (12.2), chegamos a
ot — 2" < [V2f@®) IV f(E2® + (1 = H)a") (2 - 2*) = V2 f(2°) (2 — *)]| (12.3)
< roll2® — 2], '

onde
o= V25 )| s [Vt + (1 = ") = V(@)
€0,

Note que para t € [0, 1], temos
[t2® + (1 = t)a™| = A = t)]la” — "] < [|2° — 2™ <e.

Assim, (12.1) e o Lema 12.2 garantem que

1 1
ro < 2|V f(2") " res T = -
AVAf)=t 2
Dai, segue de (12.3) que

lat — 2| < rolla® — ¥ < e/2 <,

e usando novamente (12.1) e o Lema 12.2, conclufmos que 22 estd bem definido. Repetindo induti-
vamente o argumento, provamos que, para todo k > 0, o iterando ¥+ = 2% — (V2 f(z%) =)V f(2*)
estd bem definido (item 1) e que

||(Ek+1 o

x| §r0~r1~-~rk\|xk—x*|| < ||xk—ac*||, (12.4)

ok+1

onde
re = [V2f (") Jnax IV2f(ta® + (1 = t)z*) = V2f (") < 1/2.
Isso mostra que limy, ¥ = z* com ordem superlinear (item 2).

Vamos mostrar a convergéncia quadrética (item 3). Suponha que V2f seja Lipschitz continua
com constante L > 0, como no enunciado. O passo de indugao realizado na prova dos itens 1 e
2 fornece uma expressdo analoga & (12.3), com x¥*! no lugar de x! e 2¥ no lugar de 2°. Assim,
usando o Lema 12.2; temos

o5 — o)) < rella® — a7
= (192547 o 19272 + (1= )2) = V()] — |

< (29277 mae Lt + (1~ t)a — ) ) la* — |
€10,
(A=t)|lzk —a~]|

<2 V2f ()M ll2® = 2*)? max (1 - 1),
te[0,1]
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0 que implica
la*+t —2*| < Clla® — 2%, (12.5)

onde C = 2||V2f(z*)~!| > 0. Ou seja, limy ¥ = 2* com ordem quadratica. O

12.2 Newton globalizado com busca linear

Como sabemos, o método de Newton nao possui convergéncia global. Apesar disso, sua ordem
convergéncia é rapida quando préximo a solugao. Uma ideia é “mergulhar” o método de Newton
em um esquema com convergéncia global, tentando assim aproveitar os beneficios de Newton
quando estivermos proximo a solucao. Existem diferentes maneiras de fazer isso. Nesta secao
apresentamos uma hibridizagdo de Newton com o método do gradiente (Algoritmo 11.2, pagina
39), mergulhados no esquema geral de descida (Algoritmo 11.1, pdgina 36). Vamos nos referir ao
método resultante como “Newton globalizado”.

Dados z° € R, € >0, B€(0,1], 6 € (0,1), n € (0,1). Inicialize k < 0

N

IVfE*)) <e? 2 PARE
NAO
A 4
Tente calcular a diregio de Newton d%;
resolvendo o sistema V2 f(z¥)dy = —V f(zF)
Deu ‘::erto SIM Condigao do angulo? SIM Condigao 7
k ?
[e dy 707 Vf(@*)dy < -0V f(®)lllldy | lax || > BIVf ()]
5 SIM ,
NAO v NAO v ‘ v NAO
> dk = — k k — gk k BIVIENT gk
(condigao )
>t — 1 |«
T v + 1 (backtracking)
o
oFHL gk g SIM Armijo? 7y
F@® +tpd®) < F(@*) +tinV (@) d ] | 4 ¢, NAG

i NAO T SIM
Calcule o passo t, da 9
interpolacao quadrética tq € [0.1, 0.9t] J

Algoritmo 12.2: Método de Newton globalizado.

O Algoritmo 12.2 possui convergéncia global pois se enquadra no esquema geral de descida
(Algoritmo 11.1), ao mesmo tempo que combina a rdpida convergéncia de Newton préximo a
solucdo. Observe que a direcio —V f(z*) é considerada caso a direcio de Newton ndo passe nos
testes exigidos no esquema geral de descida. Como —V f(z*) satisfaz a condicdo $ para todo
B € (0,1] (Lema 11.1, pagina 38), restringimos o parametro 5 € (0, 1] no Algoritmo 12.2. Assim,
a condicdo B s6 precisa ser verificada para as direcoes de Newton.

O método de Newton “puro” (Algoritmo 12.1) a sua convergéncia local (Teorema 12.1) néo
dependem da direcao d’f\, ser de descida. Ou seja, Newton nao tem preferéncia por minimizadores
ou maximizadores. Ele de fato pode convergir & maximizadores (veja o Exercicio 6.11 de [1]).
Caso a direcao de Newton nao seja de descida, ela serd rejeitada pela condigao do angulo no
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Algoritmo 12.2. Portanto é importante saber quando ela serd de descida. Uma condigao suficiente
para tal é V2 f(x*) ser definida positiva pois, neste caso, V2 f(2*)~! o serd e logo

V@b dy = —V () Vb)) <.

Na verdade, como a andalise acerca de Newton é apenas ao redor de um ponto de acumulacao x*,
basta que V2 f(x*) seja definida positiva.

O resultado a seguir resume a convergéncia do Algoritmo 12.2. Em particular, ele diz que
a partir de uma certa iteragao, o algoritmo se comporta como Newton puro para uma escolha
adequada dos parametros.

Teorema 12.2 (Convergéncia de Newton globalizado). Suponha que f seja continuamente di-
ferencidvel. Seja x* um ponto de acumulacdo da sequéncia {xk} gerada pelo Algoritmo 12.2,
desconsiderando o critério de parada. Entao

Vi(z*)=0.

Se [ possuir derivadas de sequnda ordem continuas e V2f(x*) for definida positiva entdo existe
k € N tal que

1. a dire¢do de Newton d¥, = —V2f(xk)’1Vf(§k) estd bem definida para todo k > k, ou seja,
€ calculada com sucesso a partir da iteracdao k;

2. para 0 € (07 ﬁ), d’fv satisfaz a condicdo do dngulo para todo k > k, onde
k= (IV2 (") THIIVE )] > 1
¢ o nimero de condigcdo da matriz V2 f(z*);

3. para B € (0, W), |d& || > BIVf(x®)|| para todo k > k, ou seja, a direcio de Newton

nunca € ajustada a partir da iteracdo k;
4. paran € (0,1), a condicio de Armijo € satisfeita com d* = d%; et =1 para todo k > k;
2 N

5. {2*} converge a x* com ordem pelo menos superlinear, e quadrdtica se V?f ¢é Lipschitz
continua.

Demonstracdo. Seja K C N o conjunto de indices para o qual a subsequéncia de {z*} converge,
o0

isto é, limex 2% = x*. A condicdo de primeira ordem V f(z*) = 0 segue do Teorema 11.1 (pégina

36). A matriz V2f(z*) é ndo singular pois é definida positiva. Ademais, da continuidade de V2 f
em x*, existe 1 > 0 tal que V2f(x) é ndo singular para todo x satisfazendo ||z — x*|| < £;. Por
sua vez, o Teorema 12.1 garante que existe e5 > 0 para o qual a diregdo de Newton serd calculada
com sucesso caso [|z% —z*|| < e2. Em particular, d; serd calculada com sucesso na iteragio k caso

kES:{kEKH\mk—x*HSE},

onde ¢ = min{ey, e2}. Mais ainda, para estes indices, V2 f(z¥) é nao singular, e logo d% = 0 se, e
somente se, Vf(z¥) = 0. Neste caso o algoritmo prossegue com d* = 0, e nada ha o que provar.
Logo, podemos supor sem perda de generalidade que dé“v # (0 para todo k € S. Note ainda que S
é infinito e que limyeg z¥ = z*.

Vamos mostrar primeiro que cada um dos itens 1 a 4 ocorre ndo para um tdnico k, mas para
todo k suficientemente grande e restrito a S. Em seguida seremos capazes de argumentar que os
itens 1 a 4 ocorrem para todo k > k, onde k é qualquer indice de N.

Pelo visto acima, a boa defini¢io de d%; vale para todo k € S.
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A condicao do angulo é satisfeita para todo k € S suficientemente grande. O Teorema
da Funcdo Inversa aplicado & V f garante que V2f~! é continua em x*. A continuidade de V2f e
V2f~1 em 2* implica

0 < [[V2f(")| <2 V2 f@)l, 0<[[V2F@®) M <2 V2 fa) 7!l (12.6)

para todo k € S suficientemente grande, digamos, para todo k € S, k > kq. Assim,

1 1 1
'S L T AV @IV @ S VRV )

(12.7)

Como Vf(x*) é simétrica, sua inversa Vf(z¥)~! também é. Ademais, Vf(z*)tdk, =
Vf (k)2 f(2*) "1V f(2*), e logo segue de (12.7) e das propriedades da norma matricial que

IV £1[lld IVl VARV k|
V2SIV fHV 2L VANV VIR
_ _IVANVEtdR] VAV iy

IV2FIIV2E IV = IV EVEFIVE
= |V fidy|

OV £(M)lllldaN | < l

para todo k € S, k > ko (omitimos “(z*)” por simplicidade). Isso implica que
V@) dy = =V (") dy| < =01V F (")l dR |

para todo k € S, k > k.

A condigao S é satisfeita para todo k € S suficientemente grande. De (12.6) vem

1

k\ gk __ k k -
VQf(JC Jdy = =V f(z") = |dy] > V2 f(z5)]]

IV f(@®)| > BIIV £ (=)l
para todo k € S, k > k.
A condigao de Armijo é satisfeita com t;, = 1 para todo k € S suficientemente grande.

A aproximacao quadratica de f em torno de z* (Teorema 1.2, pdgina 8) ao longo da dire¢ao de
Newton fornece

Flak o+ d§) = FH) + VAR + S (a8 F)d o+ ()

onde N
d
r{ kN) —0 quando dk — 0. (12.8)
1%l
Substituindo V f(z¥) = —V?2f(2*)d% no termo linear da expressio acima, obtemos
1
Fat 4 dy) = f(2*) = S(dR) V2 (@h)dy + r(dy)- (12.9)

Suponha por absurdo que a condigdo de Armijo falhe infinitas vezes para t; = 1, digamos para
ke Ky C S, isto é,
o0

fa® +dy) > f(@®) +aVf@ah) dy = f(@*) - aldy) V2 f(a")dY, (12.10)

para todo k € K;. Combinando (12.9) e (12.10) e dividindo por ||d%||?, obtemos, para todo k € K7,

r dk 1 dk tv2 (Ek dk 1
it 2 (3 o) Sl 2 (3 0) P16, .

onde Apin(V2f(2%)) é 0 menor autovalor da matriz V2 f(z*).
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Como Vf(z*) = 0, temos limyer |V2f(2®)d% || = limgex |[VF(z¥)|| = 0, e como V2f é
continua e definida positiva em x*, segue que limgex d’fv = 0. Mais ainda, os autovalores sao
fungoes continuas da matriz, e 10g0 Amin(V2f(2%)) > 1/2Anin(V2f(2*)) > 0 para todo k € K,
suficientemente grande. Assim, levando k € K; ao limite em (12.11) obtemos

r(dy)
kel [[di |2

#0,

contrariando (12.8). Concluimos portanto que (12.10) ocorre apenas finitas vezes, isto é, existe
k1 € S tal que a condigio de Armijo é satisfeita para a direcio de Newton d%; com t;, = 1, para
todo k€ S, k> k.

Validade para todo k € N, k > k. De acordo com os itens anteriores, é natural definirmos
k = max{ko, k1}. Pela prova de convergéncia local do método de Newton (Teorema 12.1), temos

(2" +diy) — 2™ < a* — 2™ <& (12.12)

sempre que k € S (veja (12.4)). Ou seja, a dire¢cdo de Newton mantém o iterando préximo & x*,
dentro da vizinhanca de raio . Isso nos permite utilizar o seguinte argumento: para k = k, a
direcao de Newton é calculada com sucesso e nao é descartada pois, pelo visto acima, as condigoes
do angulo, 3 e de Armijo (com t; = 1) sdo satisfeitas. O novo iterando ¥t = z* + d%; satisfaz
(12.12), e logo k + 1 € S. Repetindo esse argumento sucessivamente, concluimos que k € S para
todo k > k, k € N. Ou seja, os itens 1, 2, 3 e 4 valem com este k.

Finalmente, o item 5 segue diretamente dos itens anteriores e do Teorema 12.1. O

Observagao 12.1. A fim de aproveitar os beneficios do método de Newton, o teorema acima
sugere escolhas para os parametros do Algoritmo 12.2. Em particular, o parametro n da busca de
Armijo deve ser menor que 1/2; na prdtica é comum escolher n = 10~*. Os outros parametros sao
menos diretos pois dependem da hessiana de f. Mesmo assim, o item 2 sugere que quanto mais
mal condicionada € a hessiana de f em x* (k> 1), mais prézimo de zero 0 deve ser. Na divida,
podemos escolher 0 =~ 0 (usualmente, = 107%). Uma andlise similar vale para .



